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L.  PROLOGO
La presente investigacién es un esfuerzo por abordar de una forma dialéctica el
estudio de las Probabilidades y la Teoria Estadistica, especificamente el estudio de
la distribucién binomial negativa 2 (NB2). Esto implica estudiar las distribuciones
de probabilidad en sus conexiones mediatas e inmediatas con otras familias de
distribuciones de probabilidad en términos histéricos, 16gico-formales, en términos
de la multiplicidad de marcos tedricos cientificos que ofrezcan las ciencias a la
Teoria Estadistica, asi como también la respectiva multiplicidad de investigaciones
aplicadas derivadas de tales marcos tedricos, todo ello interrelacionado mediante
la 16gica dialéctica. Esta 16gica, aunque aqui no es el lugar en el que se especificara
su significado teérico, desea el autor si pueda ser comprendida intuitivamente en
su dimensién aplicada, en tanto esta investigacion constituye un modesto esfuerzo
por mostrar esta tltima dimensién de la dialéctica. Un esfuerzo que el lector
debera juzgar como considere pertinente con base a un estudio riguroso del
mismo, por lo cual de antemano el autor estd profundamente agradecido porque

comprende las implicaciones de ello.

Por otro lado, la investigacion esta disefiada para que, en general, un lector que no
desee profundizar en aspectos que son relativamente tangenciales a la
investigacion pueda desenvolverse en ella sin necesidad de recurrir a las notas al
pie. Sin embargo, se recomienda que se revisen y con base en ello se valore si
estudiarlas o no, porque son en ellas donde, en general, reside la crisalida de las

intenciones filoséficas de esta investigacion.

La investigacion posee dos ejes fundamentales. El primero, que es al que aqui se le
ha asignado mayor relevancia, es el estudio de la NB2 como parte de un cuerpo
teérico més amplio, especificamente el de los modelos jerarquicos y las mixturas de
distribucion que mas adelante se estudiaran. El segundo de estos ejes
fundamentales es el estudio de la NB2 como distribucién de probabilidad

individualmente estudiada a nivel teérico y como distribucién de probabilidad



aplicada a la resolucion de problemas précticos, para lo cual se resuelve un caso
aplicado manualmente, mediante una calculadora y mediante el paquete

estadistico R Studio.

En el transcurso de la investigacion, se va buscando una unificacion intuitiva y
l6gica entre la aparicién historica y la construccion matematica de los instrumentos
de medicion utilizados para modelar el comportamiento de fendmenos naturales o
sociales en condiciones de incertidumbre, es decir, de las distribuciones de
probabilidad. El autor no se limité en esfuerzos por fundamentar con la suficiente
cantidad de literatura filoséfica y cientifica sus puntos de vista,
independientemente de que algunos puedan resultar (o no) polémicos, asi como
tampoco en que no existan malos entendidos ni buenos entendidos, sino
tnicamente entendidos o no entendidos. Por supuesto, la realidad no es en general

dicotémica y tales esfuerzos son un esfuerzo de minimizacion.

Se aborda en diferentes secciones lo relacionado con el Teorema de Bayes y el
Bayesianismo Objetivo, con la finalidad de unificarlo dentro del cuerpo légico de la
Dialéctica Materialista; sobre ello se hace particular hincapié en los anexos de esta
investigacion. Asi, el espiritu que anima esta investigacion es contribuir a los
esfuerzos de JBS Haldane, Richard Levins, Andrei Kolmogoérov, Anatoliy
Skorokhod, Richard Lewontin, Stephen Jay Gould, Lev Landau, M. M. Rosental, P.
F. Iudin, Nikolai Bujarin, Roman Rosdolsky y otros pensadores por la

consolidacion del Marxismo como Filosofia de las Ciencias!.

1“Soviet scholarship has produced an enormous inventory of publica- tions in the history of
science. Only a small part of this output has been cast within the framework of carefully and
consistently elaborated Marxist theory. The search for such a theory has been an exceedingly slow-
and unending-process, kept off a steady course by a rapid succession of methodological turns,
thematic shifts and ideological mutations.” (Vucinich, 1982). Esto se puede decir para todo el
Marxismo actualmente, lo cual es debido en parte a que el nicleo filoséfico del Marxismo no esta
bien definido y si el lector consulta la historia sobre la obra de Marx (en particular de las
condiciones de publicacién del Tomo I y del Tomo III de EI Capital, asi como también de los
Grundrisse y de Teorias Sobre la Plusvalia, y profundiza un poco en ello a nivel teérico, comprendera
lo que aqui se afirma.



Existen visiones que, aunque no explicitamente dialécticas, tienen la suficiente
riqueza para incorporarse a una visiéon dialéctico-materialista de las Probabilidades
y la Teoria Estadistica. Un ejemplo contundente de ello se encuentra en (Feller,
1968, pags. 1-3). En la localizacion referida se sefiala que “Probability is a
mathematical discipline with aims akin to those, for example, of geometry or
analytical mechanics. In each field we must carefully distinguish three aspects of
the theory: (a) the formal logical content, (b) the intuitive background, (c) the
applications. The character, and the charm, of the whole structure cannot be
appreciated without considering all three aspects in their proper relation.”. Lo
anterior brinda una idea al lector de la importancia filoséfica del prélogo de la

célebre obra de William Feller, sin embargo, debe hacerse una aclaracion.

Segun Feller los 3 aspectos anteriores deben estar lo suficientemente separados
como para generar un divorcio entre si, de tal forma que implica que deben
tomarse en cuenta sin una unificacion légica y eso en términos de esta
investigacién resulta profundamente equivocado y se ha considerado necesario
sefialarlo; como se sefialara mas adelante, incluso cientifico que descubrié-invent6
la técnica de Bootstrap ha demostrado que existen diversos casos (y no sélo él, sin
embargo, no se profundiza en ello en esta investigacion) en que el enfoque
tilosofico que se le da a las probabilidades define la interpretacion y validez de un
resultado. A excepcioén de esa salvedad, el prologo de Feller proporciona insumos
valiosos para comprender la riqueza filosofica, tedrica y aplicada de la Estadistica
en todas sus manifestaciones. Todo ello con la finalidad de mostrar que el divorcio
entre Filosofia de la Estadistica, Estadistica Matematica y Estadistica Aplicada no
es en lo absoluto aceptable y que no existe nada més préctico que la Filosofia, si

esta es verdaderamente cientifica.



II. LA SERIE GEOMETRICA, EL TEOREMA BINOMIAL Y LA SERIE
BINOMIAL NEGATIVA

II.I. Antecedentes Historicos, Intuicion y Aplicaciones Modernas de la Serie Geométrica
La serie geométrica es una de las sumas infinitas més conocidas y de amplia
utilizacion en diversas ramas de las ciencias naturales y sociales. Los fundamentos
histoéricos que dan origen al nacimiento de esta serie poseen profundas raices
tilosoficas y cientifico-aplicadas, especificamente en la filosofia y préctica cientifica
de la antigua Grecia. Es en la Proposicién 35 de la célebre obra Elementos de
Euclides? donde aparecen las bases tedricas que después evolucionarian hasta

devenir en la serie geométrica que conocemos en la actualidad. Sin embargo, la

2 Véase (Joyce, 2014).



serie geométrica también estd intimamente relacionada con las paradojas del
movimiento de Zenén y el nacimiento del Célculo Diferencial e Integral, asi como
también del Andlisis Matematico (que puede verse como una generalizacién del
primero mediante el uso de desigualdades -con todo lo que ello implica a nivel
tilosofico e instrumental-), puesto que las disciplinas anteriormente expuestas son
el establecimiento l6gico-formal (lo que un matematico llamaria “formalizacion”)
de la respuesta de Aristoteles (padre de la Logica-Formal, por cierto) a las
paradojas de Zenén: Una suma infinita de elementos puede tener una existencia
finita. Tanto el Célculo como el Analisis muestran que Aristételes tenia razén, pero
no explican por qué, lo requiere un conocimiento de la estructura de los nameros
reales que actualmente parece que no se posee? y reflexionar sobre ello escapa a los
objetivos de esta investigacion. En relacién a este tltimo vinculo histérico, fue
Arquimedes quien utiliz6 esta serie (en términos de suma) para calcular un area
comprendida entre una pardbola y una linea recta; esta aplicaciéon tenia como
l6gica orquestadora de fondo el célebre Método por Agotamiento de Arquimedes,
que es el método de célculo de dreas y voliumenes que evolucionaria después en lo

que conocemos como Calculo Diferencial e Integral.

La intuicion detras de la serie geométrica es ser una sucesion en el que cada
término es un promedio geométrico de su sucesor y su antecesor, tal y como se

muestra en la figura presentada a continuacion:

Figura 1

3 Prueba de ello es la Hipétesis del Continuo de Cantor que sigue sin demostrarse (o refutarse)
desde su aparicién a finales del Siglo XIX.



A very beautiful and illuminating geometrical illustration of this conver-
gence is given in Carslaw’s Plane Trigonometry. Take a line-segment 04 of
unit length, and draw OPF of gradient x and AP of gradient 1, meeting at
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P. Then OA, AB, BC, CD, DE, EF, etc.,drawn successively at right angles,
have the values 1, z, , 2% 2% 2% ete. Draw PN perpendicular upon 04 pro-
duced. Then OXN is the limit of the sum 1+2z+2%+..., and denoting this

by s, NP=3s-1. Clearly s—1=uxs; whence 3211_1:=f' The remainder

2" f may also be obtained directly from the figure.

Fuente: (Stack Exchange, 2015).

Conforme las Matematicas y sus aplicaciones evolucionaron en el tiempo, la serie
geométrica fue objeto de distintas generalizaciones y fue encontrando cada vez
mas aplicabilidad en las précticas cientificas y técnicas de la humanidad. En la
actualidad, la serie geométrica es una herramienta valiosa para resolver problemas
cientificos de distinta complejidad y tipo, entre los cuales estdn la estimacion del
valor del dinero en el tiempo en Finanzas, el calculo de perimetros, dreas y

voltimenes de objetos geométricos auto-similares en el estudio de Fractales, en la



estimacion de decimales periddicos en Métodos Numéricos, en el estudio del

crecimiento de poblaciones en Biologia, entre muchas otras.

ILII. Deduccion del Teorema Binomial a partir de la Serie Geométrica

Como se sabe, la serie geométrica puede representarse de la siguiente forma:

co

k=0

ey

Si se calcula la derivada de esta serie con respecto a x, se obtendria:
d i X d ( 1 ) 1
—_— X = —-_— =
dx dx\1—x (1—-x3?)

1
D Jext = a— @

k=0

Es un resultado ampliamente conocido que a medida se incrementa el orden de
derivacion se ve cada vez de forma mas clara el patrén que resultante de esta

derivacion. Asi, la n-ésima derivada de la serie geométrica toma la forma:

w2

k=0

dn
xk):dx(l—x) Zk(k—l)(k 2) ... (k — (n — 2))xk~(=D

(n—1)!
=T &
(1-x)
Noétese que, por un lado, la identidad (3) es la generalizacién de la identidad (2),
mientras que por otro lado en la identidad (3) se conserva la condicién |x| < 1, asi

como también n € N, lo que puede verificarse por induccién matematica.

Por otro lado, un resultado ampliamente conocido del Célculo Fraccional es la
identidad expuesta a continuacion, la cual expresa el concepto de la n-ésima

derivada de x*:

d 1 k! _ a k!
Loy =res, Ly = T 2 ) = T



d k!
a(xk) = mxk (4)

Evidentemente la expresion anterior s6lo puede tomar valores discretos puesto que
se estableci6 la condicién n € N sobre el objeto matematico que se esta trabajando.
Sin embargo, es también evidente que en el analisis de los fenémenos naturales y
sociales lo finito sélo tiene sentido si es puesto en unidad con lo infinito, en una
unidad que expresa la subsuncién formal y real de lo finito por lo infinito (de las
partes por el todo#). Por tanto, vamos a asumir que la expresion (4) es valida

también paran € R.

Por tanto, si se asume que la expresion (4) es valida para n € R, es posible ampliar

el dominio de la serie geométrica a los reales de tal forma que:

d . d? kU, k!
E(xk)kak_, (k)_(k 2)' k ) _( k)_(k 3)' k

Por tanto, es valido asumir que®:

dtr 1\ (n—1)!
a(l—x)_(l—x)”' neR )

4 Si hablar de una solucién a la Hipétesis del Continuo es una tarea ardua y casi seguramente una
misién imposible (hasta donde Godel comenté y nadie ha refutado -o confirmado- desde otro punto
de vista), unificar a Comte y a Marx es seguramente una misién imposible (aunque una grata
fortuna, en este caso), sin embargo, es innegable que el principio de la supremacia del Todo sobre
las partes de August Comte tiene su “isomorfismo filoséfico” en la obra de Marx y de ello ni el
Marxista més primitivo podria expresar objecién alguna. Esto prueba (en consonancia con la
Hipoétesis del Continuo en Matematicas, la Hipétesis del Medio Continuo en Mecénica de Fluidos,
del Axioma de Eleccién en Metamatematicas, entre otros) que la continuidad como una envoltura
del Todo sobre las partes (que estd conformado con el Todo) es un elemento de trabajo analitico
involuntariamente irrenunciable en cualquier filosofia casi seguramente cientifica (estan las
excepciones como el Positivismo) y este rasgo en el caso Marxista a nivel de la Economia Politica
(“Sélo el trabajo crea valor” -que nétese que ya incluye al capital, pero subsumido por el trabajo y
por ello concebido como trabajo pretérito-, que es para dicha topologia su longitud caracteristica r)
tiene sus origenes en Hegel, en cuyo sistema la Hipétesis del Continuo tiene nombre y apellido: la
Idea Absoluta, concepto que mas familiarmente al menos una vez hemos llamado casi seguramente
cualquiera de nosotros como Dios o algtin isomorfismo cultural del mismo.

5 Véase (Hilfer, 2010), especificamente las identidades 2.5 y 2.7 de las secciones 2.1.2'y 2.1.4
(tituladas Euler y Liouville) en las paginas 8 y 10 del documento electrénico, respectivamente para
todas las referencias duales realizadas.



Lo anterior a su vez es equivalente a decir:

(n—1)!

kZok(k DK== (DD =, nER (0

Notese que (6) puede asumirse como verdadera, que es solamente el resultado de
una manipulacién algebraica y sustituciones realizadas en (5), las cuales son
validas por las propiedades lineales del operador diferencial y porque se defini6é
que las identidades previas eran aplicables al dominio de los reales. La identidad
anterior puede entenderse como una aproximacion a la tasa de cambio
infinitesimal a la que una serie geométrica varia desde su punto inicial hasta su
punto final; por definicién tal proceso evolutivo del fenémeno representado
mediante el desarrollo de la serie geométrica (expresado este altimo

matematicamente como una expansion) se encuentra comprimido en el resultado

— que es el resultado del desarrollo de la serie geométrica hasta co.

De lo anterior se desprende que, multiplicando a ambos lados por o due
;i k(k—1)(k—2)..(k— (n—2)xk~0D = 1 neR (7)
(n—-1)! i (1— )’

Realizando otra manipulacién algebraica se obtiene:

C k(k — D)k = 2) ... (k — (n — 2))x*~(~D
1-x)"= Z ( ) )(n(— 1)'(n )X xk-(-1) neR (8)

0

Notese que en la suma anterior todos términos que corresponden a los indices k <
(n — 2) son iguales a cero debido a la estructura de k(k — 1)(k — 2) ... (k — (n — 2))
que siempre involucra sustraer 2 unidades del término k-ésimo. Por tanto, el
primer valor k que tendré la caracteristica de no-nulidad serda k = (n — 1). Si se

establece que el coeficiente de x¥~("~1 se denotara como Cy, es decir, C;, =

k(k—1)(k—2)...(k—(n—-2))xk- (-1
(n—-1)!

, entonces:



1-x)"= z Cex¥~=D parak=n-1,C,=1 (9)

k=n-1

Lo anterior implica que el primer término de la serie es 1, lo que es similar al

resultado conocido en la serie geométrica cuando no arranca en cero, sino en algin

nn+1)
2

otro valor. De ello se desprende que cuando k = ny C, = n, entonces C;, =

Asi, resulta intuitivo generalizar la 16gica anterior para estimar C;, cuando el

contador esigualak =n +r:

_nn+D(n+2)..(n+7)
k= (r +1)! ’

parar >0

Si se sustituyen cada uno de los términos obtenidos en (8) o en (9), tales

identidades se pueden re-expresar en los siguientes términos:

nn+1 nn+1)n+2
(2 ) o, 3)'( ) sy

A—x)"=1+nx+

Asi, si se sustituyen x por —x y n por —n, se obtiene:

(=n)(=n+1)

A+x)"=1+((—n)(—x)+ >

(—x)% + - (10)

Puede observarse que para los valores impares siempre existe un signo negativo
para x", por lo que es posible re-expresar el objeto matematico anterior. Por
ejemplo, en el tercer término de (10) se tiene (—n)(—n + 1)(—n + 2) y es posible re-
expresar este componente de (10) como —(n)(n — 1)(n — 2) y la forma negativa de
x" (es decir, (—x)™) permite, gracias a su signo negativo, cancelar el signo negativo
que queda fuera de los paréntesis en —(n)(n — 1)(n — 2). Por otro lado, para
términos pares, por ej0065mplo, para el caso de (—n)(—n + 1), es valido re-
expresarlo bajo la forma n(n — 1) y como no existe para las potencias pares el signo
negativo en (—x)" (porque (—1)? = 1), entonces finalmente se obtiene el resultado

del Teorema Binomial:



1+x)"=1+

n)(n—1 n)(n—1)(n—2
LoD, me-De-2) an
2! 3!
ILIII La Serie Binomial Negativa
Como se sefiala en (Weisstein, MathWorld, 2020), si la identidad (11) se generaliza
re-expresandola en términos de una sustitucién de 1 por a y de n por —n, se

obtiene:

(x+a)™= Z(—l)" (n + llz - 1) xka™" Kk, paratodo |x| < a (12)
k=0

III. LA DISTRIBUCION BINOMIAL NEGATIVA COMO
MARGINALIZACION DE UN MODELO JERARQUICO DE TIPO
MIXTURA DE PROBABILIDAD BINOMIAL-POISSON-
EXPONENCIAL

II1.1. Definicion de Probabilidad

Aungque este no es el contexto 6ptimo para hablar a profundidad de la Filosofia de
la Estadistica, es ampliamente conocido que “Despite the fact that the concept of
probability is such a common and natural part of our experience, no single
scientific interpretation of the term probability is accepted by all statisticians,

philisophers, and other authorities.” (DeGroot & Schervish, 2012, pag. 2).

Sin embargo, a pesar de ello las probabilidades son computacionalmente validas

(tanto a nivel teérico como empirico) gracias al marxista soviético Andrei



Kolmogoérov®, que bajo una concepcion filoséfica objetiva de la realidad (que
implica que el azar existe tnicamente como recurso epistemologico) les
proporcioné un fundamento topoldgico y axiomatico para su estimacién en la obra
(Kolmogorov, 1956), especificamente establecié los axiomas para su célculo de la
pagina 2 a la 3, de la pagina 3 a la 5 estableci6 las relaciones de tales axiomas con
los datos experimentales y en adelante su obra es eminentemente topoldgica y

analitica.

En (DeGroot & Schervish, 2012, pag. 5) se plantea que “This theory is correct and
can be usefully applied, regardless of which interpretation of probability is used in
a particular problem.”, sin embargo, esto es casi seguramente cierto. Cuando se
estudia el fenémeno de manera lo suficientemente profunda la relevancia de las

diferencias entre las distintas definiciones filoséficas de probabilidad cobra

¢ Esta investigacion no versa sobre Historia de las Matematicas, sin embargo, con conocimiento de
causa de lo polémico que puede ser la afirmacion anterior en una sociedad de clases capitalista,
simplemente debe referirse el lector a (Eremenko, 2020). Ahi se encontrara que la vision filoséfica
de Kolmogoérov era dialéctico-materialista. De hecho, su definicién de Matemaéticas es la misma que
Engels en Dialéctica de la Naturaleza, afiadiendo a ella la Légica Matematica. Emerenko cita
fundamentalmente tres documentos. El primero y el segundo son las versiones en ruso

(http:/ /www.mathnet.ru/links/8cdd5dd921cd8a51ba9423f541a3118c/ ppi67.pdf) y en inglés
(https:/ /link.springer.com/article/10.1134/50032946006040107) de la investigacion de
Kolmogérov cuyo titulo traducido al espafiol es Controversias Contemporineas Sobre la Naturaleza de
las Matemadticas, respectivamente; mientras que la tercera es una investigacion publicada un viernes
22 de enero de 2016 por la Universidad de Ulyanovsk en Rusia, cuya autoria corresponde a los
profesores Baranets and Veryovkin, la cual puede encontrarse en el portal de la pagina web de la
institucion referida bajo la siguiente direccion:

http:/ /staff.ulsu.ru/baranetz/files/2011/06/baranec_verevkin koncep matemat kolmogorova.pd
f. Ademas, es bien conocido que Kolmogérov (por la investigacion de él ya referida), aunque
decantado intuicionista, rechazaba las visiones extremas del intuicionismo y del formalismo de
Hilbert, que va de la mano con que en la Unién Soviética predominé de forma sumamente
generalizada el Constructivismo Matematico, mucho después de que la caceria ideolégica que hizo
Stalin terminara, mucho después de la muerte del tirano incluso. Tanto asi que hasta la fecha es la
corriente filosé6fica que domina las Matematicas en Rusia y sus otrora paises satélites y de ello
puede dar cuenta el lector si traduce las paginas de Wikipedia en ruso referentes a Filosofia de las
Matematicas, Matematicas y Estadistica (sean tépicos de Estadistica Matematica o Estadistica
Aplicada), pero también existian fuertes raices constructivistas antes de la caceria y mucho antes
que el constructivismo se conociera como tal, y es que el lector debe recordar que la primera
Escuela de Matematicas en Rusia fue fundada por el ilustre matemético Leonhard Euler en lo que
conformo la segunda etapa més productiva en el curso de sus investigaciones (la primera ocurri6 en
Alemania), particularmente en Mosct. Luego de ella serfa nutrida por intelectuales y filésofos de la
talla de Lobachevski y Chebyshov.



http://www.mathnet.ru/links/8cdd5dd921cd8a51ba9423f541a3118c/ppi67.pdf
https://link.springer.com/article/10.1134/S0032946006040107
http://staff.ulsu.ru/baranetz/files/2011/06/baranec_verevkin_koncep_matemat_kolmogorova.pdf
http://staff.ulsu.ru/baranetz/files/2011/06/baranec_verevkin_koncep_matemat_kolmogorova.pdf

relevancia y cuenta de ello puede dar Bradley Efron, fundador de la técnica de re-
muestreo conocida como Bootstrap y especialista en la utilizacion de métodos
geométricos en la resolucién de problemas de aplicacién, en su investigacion
(Efron, 1978). Esta investigacion puede sintetizarse de la misma forma en que el

autor de la misma lo hace:

“Statistics, by definition, is uninterested in the special case. Averages are the meat
of statisticians, where "average" here is understood in the wide sense of any
summary statement about a large population of objects. "The average 1.Q. of a
college freshman is 109" is one such statement, as is "the probability of a fair coin
falling heads is 1/2." The controversies dividing the statistical world revolve on the
following basic point: just which averages are most relevant in drawing inferences
from data? Frequentists, Bayesians, and Fisherians have produced fundamentally

different answers to this question.

This article will proceed by a series of examples, rather than an axiomatic or
historical exposition of the various points of view. The examples are artificially
simple for the sake of humane presentation, but readers should be assured that real
data are susceptible to the same disagreements. A counter-warning is also apt:
these disagreements haven't crippled statistics, either theoretical or applied, and
have as a matter of fact contributed to its vitality. Important recent developments,
in particular the empirical Bayes methods mentioned in Section 8, have sprung
directly from the tension between the Bayesian and frequentist viewpoint.” (Efron,

1978, pag. 232).

Establecido lo anterior, aqui se trabajara bajo una definicién de probabilidades que
se considera la nocién basica de probabilidades sobre la que se debe trabajar con el
fin de alcanzar una unificacion filoséfica de todas las Escuelas de la Filosofia de la
Estadistica sin ambigtiedades. Por supuesto, la definicién es en su estado actual

aun insuficiente, por lo que deben hacerse algunas especificaciones al respecto.



En primer lugar, la definicién que se presentara no incluye la Teoria de las
Posibilidades (que es un desarrollo reciente en el analisis de la incertidumbre y no
difundido de forma amplia), no permite tener completa claridad sobre en qué
condiciones alguna de las corrientes aplica o no, asi como tampoco especifica bajo
qué condiciones puede variar la aplicabilidad de tales enfoques. Sin embargo, si
permite desterrar el concepto de subjetividad vista como una mera opinién, que
tan difundido esta entre los espiritus metafisicos que practican la Estadistica, i.e.,
bayesianos subjetivos radicales. Con ello, permite sustituir en tal nociéon subjetiva
el ver la probabilidad como una mera opinién por ver esta subjetividad como un
criterio-experto basado en su conocimiento sobre el fenémeno estudiado y
fenémenos similares (de la misma familia de fenémenos), la informacién
disponible sobre dicho fenémeno y fenémenos similares (aunque sea poca o muy
poca) y demads criterios subjetivos que tienen un fundamento eminentemente
objetivo. Antes de pasar a exponer la definicion, es necesario aclarar lo que aqui se
quiere decir con que el azar es s6lo un recurso epistemolégico y para ello se
retomard parcialmente la concepcién de Poisson sobre el azar: “The law of large
numbers is noted in events which are attributed to pure chance since we do not
know their causes or because they are too complicated.” (Poisson, 2013, pag. 16). A
manera de comentario del traductor se sefiala que “Poincaré is known to have
repeated that interpretation of randomness. For him, however, the main pattern of
the action of chance was small causes leading to large consequences.” (Poisson,
2013, pag. 29) y el lector debe recordar que Poincaré fue el precursor de la Teoria
del Caos (antes del trabajo de Edward Lorenz en 1967), una teoria que trabaja en
escenarios de una ausencia total de reglas (lo que en apariencia podria concebirse
como antagoénico al determinismo filoséfico y cientifico), pero de espiritu
completamente determinista, puesto que la l6gica de sus fundamentos es
isomorfica la légica de Poisson sobre las probabilidades anteriormente expuesta.
Finalmente, es conveniente mencionar que también tanto Jakob Bernoulli como

Laplace (quien ademas es el fundador del determinismo cientifico) tenian una



vision objetiva de la Estadistica, hecho que parecen olvidar muchos bayesianos

subjetivistas radicales.

Sobre Jakob Bernoulli puede verificarse la afirmacién anterior en cuanto que “We
here call this theorem Bernoulli’'s Theorem or Bernoulli’s Fundamental Theorem.
In the twentieth century, after strongers laws of large numbers had been proved, it
also came to be known as the weak law of the large numbers (...) Bernoulli’s
fundamental theorem assumes that there is a fixed ratio of possible outcomes in a
given situation, before going on to analyze what may occur when many outcomes
in such a situation are observed (...) Not only Ars Conjectandi prove rigorously the
first limit theorem in probability, it also founded the field of mathematical
probability conceptually. For the first time it brought the epistemic concept of
probability (probabilitas) into conjunction with the mathematics of games of
chances. Before Bernoulli, the mathematics of games of chances had been
developed by Pascal, Fermat, Huygens, and others largely without using the word
(or concept of) “probability” (...)” (Bernoulli, 2006, pags. ix-xiii), lo cual
corresponde a la nota de la traductora de la obra, Edith Dudley Sylla’; de lo
Segundo da cuenta el hecho de que: “Todos los eventos, incluso aquellos que a
causa de su insignificancia no parecen seguir las grandes leyes de la naturaleza,
son el resultado de ella justo tan necesariamente como las revoluciones del sol.
Ante la ignorancia de los lazos que unen tales eventos con todo el sistema del
universo, se les ha hecho depender de causas finales o del azar, dependiendo de si

ocurren y se repiten con regularidad o si aparecen sin respecto al orden; pero estas

7 Dudley es profesora emérita de la Universidad Estatal de Carolina del Norte (véase (North
Carolina State University, 2020) y fue profesora visitante de la Universidad de Radboud, Paises
Bajos, como puede verificarse en (Radboud Univeristy, 2011). Como se sefiala en la pagina de la
segunda universidad, es célebre en los circulos académicos que investigan las Matematicas
Medievales y Modernas, la Historia de las Matematicas (especialmente ratios y proporciones, el
trabajo de Jacob Bernoulli -muy a la medida para el caso- y la transmisiciéon de las matematicas de
los arabes -y sus recursos en Grecia e India- América Latina). Tan célebre es su trabajo que es una
de los aspectos que se resaltan en la comercializacién de la obra en Amazon, como puede verse en
el siguiente enlace: https:/ /www.amazon.com/-/es/Jacob-

Bernoulli/dp /0801882354 /ref=sr 1 2?dchild=1&qid=1601188550&refinements=p_27 %3AEdith+D
udley+Sylla&s=books&sr=1-2.



https://www.amazon.com/-/es/Jacob-Bernoulli/dp/0801882354/ref=sr_1_2?dchild=1&qid=1601188550&refinements=p_27%3AEdith+Dudley+Sylla&s=books&sr=1-2
https://www.amazon.com/-/es/Jacob-Bernoulli/dp/0801882354/ref=sr_1_2?dchild=1&qid=1601188550&refinements=p_27%3AEdith+Dudley+Sylla&s=books&sr=1-2
https://www.amazon.com/-/es/Jacob-Bernoulli/dp/0801882354/ref=sr_1_2?dchild=1&qid=1601188550&refinements=p_27%3AEdith+Dudley+Sylla&s=books&sr=1-2

causas imaginarias han retrocedido gradualmente ante los crecientes limites del
conocimiento y han desaparecido por completo ante la sana filosofia, que solo ve
en ellas la expresién de nuestra ignorancia de las verdaderas causas.” (Laplace,

2015, pag. 4).
Establecido todo lo anterior, finalmente es posible expresar que:

“La aplicacion préactica de la Teoria de Probabilidades y de la Estadistica
Matematica se basa en el conocimiento de que el grado de indeterminacion de la
ocurrencia de sucesos aleatorios se puede determinar, para cada caso, de forma
objetiva, mediante un ntimero: la probabilidad. Para ello se parte, en
correspondencia con la realidad objetiva, de que los fenémenos dependientes de la
casualidad (entendida como recurso epistemolégico en el sentido restringido de
Poisson®), asi como los procesos que transcurren de forma determinista, les son
inherentes ciertas regularidades y de que la casualidad no significa ausencia total
de reglas o caos. En este contexto se debe destacar que el concepto matemético de
probabilidad, que define en forma objetiva y cuantitativa la probabilidad de un
suceso aleatorio, se diferencia del concepto de lo probable, utilizado en el lenguaje
comdun, que tiene generalmente fuertes caracteres subjetivos y con el cual muchas
veces sOlo se consideran proposiciones cualitativas. No obstante, se demuestra que
las ideas subjetivas sobre la probabilidad de un suceso aleatorio se aproximan mas
y mas a las relaciones objetivas que constituyen la esencia del concepto matematico
de probabilidad, en la medida en que aumenta el arsenal de nuestras

experiencias.” (Maibaum, 1988, pag. 12)°.

8 “The law of large numbers is noted in events which are attributed to pure chance since we do not
know their causes or because they are too complicated.” (Poisson, 2013, pag. 16). Es restringido en
el sentido de que la interpretacién de Poisson involucra més que el contenido de la cita realizada,
sin embargo, aqui se toma tinicamente ello y se incorpora al cuerpo tedrico planteado por Maibaum
y lo mismo se hara respecto al concepto de probabilidad bayesiana objetiva planteados por
Williamson, como se vera en los anexos de esta investigacion.

9 El contenido dentro de los paréntesis, asi como estos, han sido afiadidos por el autor de la presente
investigacion.



II1.1I Distribuciones Requeridas para este estudio de la NBII

II1.1. Distribucion de Bernoulli

Esta distribuciéon de probabilidad es quizas la mas elemental de todas en cuanto
busca modelar el conjunto de eventos mds simple posible: el que contiene
tnicamente n = 1 eventos. Esta distribucion es la encargada de modelar la unidad
experimental mas elemental posible y, como se vera mas adelante, es también
parte de los resultados de las investigaciones de Jakob Bernoulli junto con la
distribucion binomial y otros elementos fundamentales de las Probabilidades y la
Teoria Estadistica. Precisamente la distribucién binomial puede verse como una
generalizacion inmediata de la distribucién de Bernoulli (n = 2). Puede verse como

el transito de un organismo unicelular a un organismo bicelular.

IIL11. Distribucion Binomial

Como se sefiala en (Maibaum, 1988, pag. 65), la distribuciéon binomial se debe a
Jakob Bernoulli (1654-1705), que fue uno de los primeros en trabajar la teoria de las
probabilidades. El como su igualmente célebre hermano Johann Bernoulli
pertenecen a los mas significativos discipulos de G.W. Leibniz (1664-1716). Jakob
Bernoulli fue profesor desde 1687 hasta su fallecimiento en la Universidad de
Basilea. En su obra Ars Conjectandi (publicada péstumamente en 1713), uno de los
primeros libros sobre el Calculo de probabilidades; este contiene proposiciones
fundamentales, en particular, sobre la distribucién binomial. Por eso se encuentra
con frecuencia la distribucion binomial bajo el nombre de distribucién de Bernoulli
(para maltiples ensayos independientes), y mas atin la denominacién del esquema
de experimentos descrito como Esquema de Bernoulli, que consiste en n-ésimas
repeticiones independientes del mismo experimento. Esto prueba las ligazones de
esta distribucién con los cimientos mismos de la Estadistica Matemaética y la

Estadistica Aplicada.



Asi, la Distribucion Binomial adopta la siguiente forma funcionall?:

ny_ _a\N—X —

Flnp) = {(x)p aA-pn parax =0,1,..,n (13)
0, para cualquier otro valor den

En esta distribucién n es un entero positivo y oscila en el intervalo cerrado [0, 1], es

decir, s6lo existen dos posibles resultados en el experimento (éxito o fracaso,
independientemente de como se definan). En (13), el coeficiente (x) es el

denominado coeficiente binomial y es igual a:

1
Cox = (;l) = ﬁ (14)

IIL1I1. Distribucién de Poisson

La distribucién de Poisson aparece en un contexto histérico (Poisson naci6 en 1781)
en que la teoria de las probabilidades estaba mas desarrollada que cuando Jakob
Bernoulli trabajo en la ahora conocida como Distribuciéon de Bernoulli y en la
Distribucién Binomial (Jakob Bernoulli murié en 1705). En el trabajo de Poisson se
puede ver ya una concepcion mas clara de las probabilidades que en Poisson (o
menos poco clara, considerando que es un problema sin resolucién hasta el dia de
hoy). Como es usual en el tipo de personalidades cientificas que se han venido
mencionando en esta investigacion, las contribuciones de Siméon-Denis Poisson
nutrieron tedrica y aplicativamente diversos campos de las ciencias (integrales
definidas, electromagnetismo y probabilidades) y precisamente fue en sus

investigaciones sobre probabilidades en que aparece por primera vez el “Teorema

10 Tomado de (DeGroot & Schervish, 2012, pag. 277).



Dorado” (asi lo llamaba Jakob Bernoulli) llamado como la Ley de los Grandes

Niuimeros.

Como se sefiala en (Encyclopaedia Brittanica, 2020), en la investigacién que ya se
cit6 en esta investigacion, la cual versaba sobre los juicios criminales y civiles (lo
que en el derecho contemporédneo llamariamos “penales” y civiles), fue en donde
nacen la distribucién de probabilidad que lleva el nombre del ilustre cientifico, asi
como también en donde es llamada por primera vez la Ley de los Grandes
Ntmeros (LGN) como tal. Cabe necesario resaltar que Poisson trabaj6 en una
version de la LGN para variables aleatorias independientes, con la misma
distribucion de probabilidad (fuese en masa o densidad) en que el valor promedio
para muestras tendia a la media aritmética (es a lo que se refiere cuando se dice “a
la media” en Estadistica y también cuando se refiere al primer momento de
probabilidad) a medida el tamafio de la muestra se incrementaba. Lo anterior es de
importancia vital en esta investigacion, puesto que en la obra de Poisson aqui
referida se evidencia que originalmente la LGN era una mera aproximacién a la
distribucién binomial y son estas nociones histéricas lo que permiten que esta
investigacion sea “una sola pieza”, es decir, que nos permiten asumir a nuestra
manera la hipétesis del continuo y saber que casi seguramente no habran huecos
l6gicos ni expositivos relevantes (pensando en la convergencia a una media como
un ponderado de los aspectos que como cientificos consideramos deseables de una
investigacién). En los cimientos de la Estadistica Matematica yacen la distribucion
de Bernoulli y la distribuciéon binomial, junto con la distribucién uniforme que
aparecio en la investigacion titulada Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine
of Chances escrito por el reverendo Thomas Bayes en 1763 para el caso continuo y
para el caso discreto en la obra del matematico calvinista Abraham De Moivre en
1718, como puede verificarse en (Kotz & van Dorp, 2004, pag. 3) y en (de Moivre,

1718, pag. 7), respectivamente.



Ahora bien, es fundamental comprender la necesidad histérica de la distribucién
de Poisson en cuanto descubrimiento de cierto tipo de fenémenos e invenciéon de
instrumentos para medir y teorizar a tales fenémenos. Como se sefiala en (Kim,
Towards Data Science, 2019), investigadora senior en ingenieria en Microsoft, la
distribuciéon de Poisson surge como necesidad de modelar fenémenos naturales y
sociales cuyo comportamiento contuviera mas de dos posibles variantes dentro de
la unidad de tiempo utilizada en el andlisis de los mismos (que para la binomial es
completamente dicotémico) y poder evitar el trabajo adicional (no necesariamente
sencillo y/o simple) de particionar més y mas la unidad de tiempo empleada, asi
como también permite estudiar los fendmenos en cuestién sin el requerimiento de

conocer con antelacion el nimero de ensayos!l.

Establecido lo anterior, es posible presentar al invitado estelar de esta seccién. Al
respecto, puede leerse en (DeGroot & Schervish, 2012, pag. 287) que “Many
experiments consists of observing the occurrence times of random arrivals.
Examples includes the arrivals of costumers for service, arrivals of calls at a switch-
board, occurrences of floods and other natural and man-made disasters, and so
forth. The family of Poisson distributions is used to model the number of such
arrivals that occur in a fixed time period. Poisson distributions are also useful

approximations to binomial distributions with very small success probabilities.”

Los alcances de la distribuciéon de Poisson son miltiples y eso sin considerar los
denominados procesos de Poisson, sobre los cuales no se hablara por diversos
motivos, aunque se recomienda al lector su estudio profundo. Sin embargo, puede

comprenderse como una dinamizacién de la distribucién de Poisson.

Sea A4 > 0 la media de la distribucién de la masa de probabilidad de un conjunto de

observaciones. Los modelos cuya aleatoriedad epistemolégica (en el sentido de

11 En la fuente referida puede verse que “If use Binomial, you cannot calculate the success
probability only with rate (i.e. 17ppl/week). You need “more info” (n & p) in order to use the
binomial PMF”, en donde PMF es la abreviatura en inglés de las Funciones de Masa de
Probabilidad.



Bernoulli) es modelada con la distribucién de Poisson, se asume que toman la

siguiente forma, conocida como funcién de distribucién de la masa de

probabilidad!2:

e—llx
fxld) = —7 parax=01,.., 15)
0,  para cualquier otro punto o valor de x

La esencia del nacimiento de la distribucion de Poisson se encuentra en la
necesidad de predecir eventos que ocurren en el futuro en un intervalo de tiempo
tijo a una unidad temporal escogida. Por otro lado, en un proceso de Poisson ese
parametro, otrora la media, se convierte en una tasa de ocurrencia de eventos,

como se explicara mas adelante.

II1.1V. Distribucion Exponencial

Como debe ser norma en cualquier esfuerzo literario que busque alcanzar algian
nivel minimo respetable de cientificidad, antes de definir la estructura de la
herramienta de medicion utilizada se debe definir la estructura de los fenémenos o
familia de fenémenos a medir con tal herramienta y, en este sentido, antes de
definir matematicamente un fenémeno o familia de los mismos debe también
definirse en su intuicién y légica cientifica. Y la distribuciéon exponencial también

merece cierto detenimiento especial en el curso de esta investigacion.

La distribucién exponencial resuelve la necesidad de pronosticar la siguiente
apariciéon de un fenémeno natural a determinada magnitud, con todo lo que ello

puede abarcar. Para comprenderla en una dimension relevante, se debe retomar la

12 Este es el nombre canénico (en el sentido que describen sus origenes filosé6ficos e histéricos -con
todo lo que ello a su vez implica-) de las conocidas no técnicamente como “distribuciones de
probabilidad”, a veces “distribuciones”, a veces “masas” y otras “distribuciones de masa de
probabilidad. Por su parte, estan las funciones de distribucién de la densidad de probabilidad para
el caso continuo. El lector debe recordar que estos conceptos provienen de las Ciencias Fisicas,
especificamente de la Fisica Teérica, en donde la masa capta la intuiciéon de ser la forma de la
realidad que admite “huecos” (i.e., discontinuidades), mientras que la densidad es el concepto
atinente a la realidad como un todo (conformada por materia, que es continua -de ahi la necesidad,
y no sélo en la Fisica, de trabajar con la hipétesis del continuo descrita anteriormente en este
trabajo-).



explicacion de la seccion anterior referente a la tasa de ocurrencia de eventos A en
un proceso de Poisson, que se defini6 intuitivamente como una dinamizacién de la
distribucion de Poisson, puesto que el tiempo entra a jugar un papel dindmico

porque en lugar de ser el resultado de una medicién es uno de los valores que
. _1 .
componen el parametro f = -, en donde 1 representa la unidad temporal que se

define cualitativamente y en donde A es la media aritmética de una distribucion de
Poisson. En algunas fuentes bibliograficas, por ejemplo, en Wikipedia, puede
encontrarse como 4, pero ahi la letra griega es concebida como la tasa o escala
inversa, es decir, como el inverso multiplicativo del 4 en la distribucién de Poisson,
por lo cual conviene mejor expresarlo en términos de la letra griega beta para
evitar confusiones (aunque definido o conocido esto, no hay ambigiiedades, puesto
que los simbolos tienen el significado que los seres humanos les demos -el tinico
cuidado que debe tenerse es que tal significado sea lo més acorde posible a la
realidad estudiada y por eso nacen las ciencias-). Aqui se utilizara la notaciéon
presentada en (Wackerly, Mendelhall III, & Scheaffer, 2010), como se vera méas

adelante.

Como puede verificarse en la tltima fuente referida, la distribucién exponencial
también resuelve el problema del colapso del instrumento de medicién cuando se
mide un fendmeno cuya estructura se mide originalmente mediante la funcién de
distribucién gamma. Este es un ejemplo idéneo de como las longitudes
caracteristicas pueden colapsar en un sistema probabilistico como resultado de que
el fendmeno estudiado sufre un salto cualitativo (como resultado a su vez de una

acumulacién cuantitativa de su desarrollo).

En palabras exactas de (Wackerly, Mendelhall III, & Scheaffer, 2010, pags. 185-186):
“(...) a recibe a veces el nombre de pardmetro de forma asociado con una
distribucion gamma. El pardmetro f generalmente se llama pardmetro de escala
porque multiplicar una variable aleatoria con una distribucién gamma por una

constante positiva (y por tanto cambiando la escala en la que se hace la medicion)



produce una variable aleatoria que también tiene una distribucién gamma con el
mismo valor de a (pardmetro de forma) pero con un valor alterado de 8 (...) En el
caso especial cuando « es un entero, la funcién de distribucién de una variable
aleatoria con distribucién gamma puede expresarse como una suma de ciertas

probabilidades de Poisson (...) Si @ no es un entero 0 < ¢ < d < o, es imposible

-
(ya—le B

W) dy (- . -) Por esta razéon

. d
dar una expresion de forma cerrada para | (

cuando @ = 1 (una distribucién exponencial), es imposible obtener areas bajo la
funcién de densidad gamma por integracién directa. Valores tabulados para

integrales como ésta se dan en Tables of the Incomplete Gamma Function (Pearson

1965).”

Lo anterior no sélo verifica la afirmacion realizada previamente, sino también pone
de manifiesto la relacién existente entre la distribucion de Poisson, el proceso de
Poisson y la distribucién exponencial, pero también entre la distribucion
exponencial y la gamma, y previamente se vio la relacién entre la distribucién de
Bernoulli y la distribucién binomial, asi como de estas con la distribucién de
Poisson, es decir, lo anterior contribuye a verificar la interconexién tedrica y légica
existente entre las distribuciones de probabilidad (de masa y de densidad). Si esta
idea se generaliza con la ayuda de muchisima investigacién y el uso intensivo de
programas computacionales, es decir, si se desea establecer empiricamente las
relaciones entre todas las distribuciones de probabilidad y sus re-
parametrizaciones (para el caso univariante, de unas pocas multivariantes y de
mixturas univariantes) es posible construir una grafica como la que se presenta a
continuacion, en la que las distribuciones encerradas en color naranja representan
las distribuciones que para el 13 de enero de 2017 representaban nuevas

distribuciones de probabilidad descubiertas.



Figura 2
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Establecido lo anterior es posible plantear la funcién de distribucién de densidad
exponencial. Como puede verificarse en (Wackerly, Mendelhall III, & Scheaffer,
2010, pag. 212), se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucién

exponencial con parametro > 0 siy solo si la funcién de densidad de Y es:

1
—e X/, para0 <y < o

fx)=4y B

0, para cualquier otro punto

(16)

IV.VI. Modelos Jerdrquicos y Mixturas de Probabilidad

IV.VI. I. Breves Conceptos Preliminares

IV.VI. L1. Sobre el Ser En Siy el Ser Para St

El sistema hegeliano sintetiz6 dialécticamente el estudio de la Naturaleza hecho
por la Filosofia Griega y el estudio del Pensamiento hecho por el Idealismo Clasico
Aleman. En ese sentido, Hegel denominé a la Naturaleza Ser En Si, que puede
entenderse bajo la expresion “Eso que estd ahi” y al pensamiento como Ser Para Si;
el Ser En Si puede entenderse en Hegel como la topologia que determinada al
objeto matematico estudiado, mientras que el Ser Para Si puede entenderse como el
objeto matematico en cuestion. La gramatica misma delata que la Naturaleza y el
individuo son concebidos como unidad, en que el individuo tiene una dimensién
propia solo en relacién con un contexto mas general a tal individuo. Desde el
punto de vista de la 16gica dialéctica-materialista también puede comprenderse
como la cristalizacién de la nocién de la existencia de una necesidad objetiva, en el
estudio de los fendmenos naturales y sociales, de la consideracién cualitativa y
cuantitativa de un observador (que en Hegel es Lo Particular) dentro del contexto
analitico (que en Hegel es Lo Universal Abstracto) en que se encuentra el fenémeno
estudiado (su topologia) y tras un proceso de investigacion riguroso pueden
obtenerse resultados cuya interpretacion se corresponda con la realidad (que no es
lo mismo que lo real -lo real es la forma fisica que toma la realidad, y si las formas
fueran iguales a las esencias, la ciencia entera sobraria, dijo Marx en algtn lado-)

bajo criterios de verdad bien-definidos y que no pueden ser abordados de forma



no rigurosa, para lo que esta investigacion no es el escenario 6ptimo (eso si, no
pueden limitarse a ser 16gico-formales ni basarse en ellos -el instrumento no puede
dominar al investigador, asi como en la mitologia era concebido como fatalidad el

hecho de que los demonios dominaran a sus conjuradores-).

A su vez, el proceso descrito anteriormente puede verse como el ampliamente
conocido “Viaje del Retorno” en Epistemologia Marxista, que es ir de Lo Concreto a
Lo Abstracto y regresar a lo concreto dialécticamente, i.e., bajo la forma de Lo
Concreto Pensado, que es el equivalente hegeliano de el Ser En Si-Para Si, la sintesis

entre lo universal abstracto y lo particular, lo que genera el universal concreto?s.

13 En palabras de Hegel: “El eliminar [Aufheben] y lo eliminado (esto es, lo ideal) representa uno de
los conceptos mas importantes de la filosoffa, una determinacién fundamental, que vuelve a
presentarse absolutamente en todas partes, y cuyo significado tiene que comprenderse de manera
determinada, y distinguirse especialmente de la nada. Lo que se elimina no se convierte por esto en
la nada. La nada es lo inmediato; un eliminado, en cambio, es un mediato, es lo no existente, pero
como resultado, salido de un ser. Tiene por lo tanto la determinacidn, de la cual procede todavia en
si(...) La palabra Aufheben [eliminar] tiene en el idioma [aleman] un doble sentido: significa tanto
la idea de conservar, mantener, como, al mismo tiempo, la de hacer cesar, poner fin. El mismo
conservar ya incluye en si el aspecto negativo, en cuanto se saca algo de su inmediacién y por lo
tanto de una existencia abierta, a las acciones exteriores, a fin de mantenerlo. -De este modo lo que
se ha eliminado es a la vez algo conservado, que ha perdido sélo su inmediacién, pero que no por
esto se halla anulado-. Las mencionadas dos determinaciones del Aufheben [eliminar] pueden ser
aducidas lexicolégicamente como dos significados de esta palabra. Pero deberia resultar
sorprendente a este respecto que un idioma haya llegado al punto de utilizar una sola y misma
palabra para dos determinaciones opuestas. Para el pensamiento especulativo es una alegria el
encontrar en un idioma palabras que tienen en si mismas un sentido especulativo; y el idioma
aleman posee muchas de tales palabras. El doble sentido de la palabra latina tollere (que se ha
hecho famoso por la chanza de Cicerén: tollendum esse Octavium, Octavio debe ser levantado-
eliminado) no llega tan lejos; la determinacion afirmativa llega sélo hasta el levantar. Algo es
eliminado sélo en cuanto ha llegado a ponerse en la unidad con su opuesto; en esta determinacion,
maés exacta que, algo reflejado, puede con razén ser llamado un momento. El peso y la distancia
respecto de un punto dado, se llaman en la palanca los momentos mecanicos de ella a causa de la
identidad de su efecto, no obstante, todas las demas diferencias que hay entre algo real, como es un
peso, y algo ideal, como la pura determinacién espacial, es decir la linea. Véase Enciclopedia de las
ciencias filoséficas 3% edicién, § 261, nota 9. Mas a menudo todavia se nos va a imponer la
observacioén de que el lenguaje técnico de la filosofia emplea para las determinaciones reflejadas
expresiones latinas, o porque el idioma materno no tiene ninguna expresion para ellas, o bien
porque aun cuando las tenga, como en este caso, su expresién recuerda mas lo inmediato, y la
lengua extranjera, en cambio, mas lo reflejado (...) El sentido y la expresion méas exactos que el ser y
la nada reciben puesto que desde ahora son momentos tienen que ser presentados (més adelante)
en la consideracion del ser determinado, como la unidad en la cual ellos son conservados. El ser es
el ser y la nada es la nada sélo en su diversidad mutua; pero en su verdad, en su unidad han
desaparecido como tales determinaciones y ahora son algo distinto. El ser y la nada son lo mismo y



Notese que la definiciéon de Aufheben dada por Hegel es, como puede observarse de
la lectura de la nota al pie 10, una generalizacion l6gica de tipo dialéctico de la
cualidad que poseen el conjunto de fenémenos fisicos conocidos como “momentos
de fuerza”, los cuales se inspiran la Estadistica Matematica y la Estadistica

Aplicada para hablar de los Momentos de Probabilidad.

IV.VI. L1 Las Probabilidades Condicionales y el Teorema de Bayes

El concepto de probabilidad condicional obedece una l6gica similar, aunque menos
general, que el concepto del Aufheben hegeliano. Sin embargo, el concepto de
probabilidad condicional careceria de la suficiente profundidad filoséfica para que
su utilidad préctica fuese evidente hasta que el reverendo Thomas Bayes dijo
“hagase la claridad analitica” (quizas la pidio, le fue dada y/o la encontrod) y esta
lleg6, aunque como en promedio sucede con los genios revolucionarios, necesito
del nacimiento ni mdas ni menos que de un equivalente a escala atin mas general
(Pierre-Simon Laplace) para empezar a ser apreciado en una medida que hiciese
justicia a su estatura intelectual, independientemente de sus alcances en contextos
mas generales y de su interpretacion en tales contextos. El Teorema de Bayes es,

por tanto, una forma de calcular e interpretar las probabilidades condicionales.

Asi, la interpretacion de las probabilidades condicionales se hara directamente en
su forma mas fundamental, desde el teorema de Bayes localizado en (DeGroot &
Schervish, 2012, pag. 77):

Pr(Bi) Pr(AlBl)

Pr(B;|4) =
r(B;|A) k_Pr(B)) Pr(A|B;)

(17)

Es necesario comenzar por permitir que sea el mismo Bayes quien nos diga como

se interpreta su teorema:

por este ser lo mismo, ya no son el ser y la nada y tienen una determinacién diferente. Esta unidad
constituye ahora su base; de donde ya no han de salir hacia el significado abstracto de ser y nada.”
(Hegel, 1968, pags. 97-98).



“DEFINITION (...) 5. The probability of any event is the ratio between the value at
which an expectation depending on the happening of the event ought to be

computed, and the value of the thing expected upon it’s happening.” (Bayes, 1763,
pag. 376).

La interpretaciéon que del Teorema de Bayes se hara en esta investigacién estara
orientada a la experimentacion cientifica, por lo que se planteara desde el contexto
de prueba de hipétesis'4. Sin embargo, es fundamental conocer la interpretacion
objetiva, que es la interpretacién 6ptima por cuanto lo objetivo contiene en tltima
instancia a lo subjetivo (i.e., lo subjetivo es criatura siempre de lo objetivo’®) del
teorema en cuestion. Esta interpretacion se establece en los siguientes términos:
“Many applications of probability invoke a notion of probability that is objective in
a logical sense: there is a fact of the matter as to what the probabilitie sare; if two
agents disagree about a probability, at least one of them must be wrong. (Logical
objectivity contrasts with the ontological sense of objectivity: probabilities are
ontologically objective if they exist as entities or are reducible to existing entities,
and are ontologically independent of mental or epistemological considerations.)
For example, the probability that a patient’s breast cancer will recur after treatment
apparently depends on features of the cancer, of the treatment, and of the patient.
It is not simply a matter of personal opinion: if two prognostic probabilities differ,
at least one of them must be wrong. A philosophical interpretation of probability
should, if possible, yield a notion of probability that is suitably objective in this
logical sense —otherwise, it is revising rather than faithfully interpreting

probabilistic statements as they occur in these applications.” (Williamson, 2010,

pag. 11).

14 En los anexos de esta investigacion se trataran las probabilidades condicionales y la probabilidad
total.

15 Asi, la definiciéon de probabilidades aqui esbozada es compatible con los métodos utilizados por
los subjetivistas (en cualquiera de sus niveles de radicalizacién), puesto que tales herramientas
obedecen a un conjunto de axiomas (elaborados por Kolmogérov, como antes explicd), mas no con
la visién filoséfica que orquesta sus espiritus cientificos.



Por otro lado, la interpretacion del Teorema de Bayes en el contexto de las pruebas
de hipétesis puede hacerse siguiendo la 16gica de (Russell, 2014). Ahi, el teorema

mencionado toma la forma:

p(d[h) p(h)

p(hld) = @)

(18)

Como se menciona en la fuente citada, p(h|d) puede interpretarse como qué tan
verosimil es que nuestra hip6tesis sea verdadera dada la evidencia cientifica
disponible. Con ello, ahora resulta mas intuitivo dar una explicaciéon sobre el
Teorema de Bayes, re-expresando las identidades (17) y (18) en una expresiéon
diferente y de diferente ordenamiento de sus componentes:

Pr(A|B;)

Pr(Bil4) = — @

Pr(B;) (19)

En la expresion anterior, Pr(B;|A) denota la probabilidad posterior, Pr(B;) es la
probabilidad a priori (conocida en teoria Bayesiana usualmente como prior, la cual
representa el estado de conocimientos del investigador previo al encuentro de

nueva evidencia relevante -la relevancia establecida por criterios que pueden

pr(A|B;)

variar segun cada caso-) y —- D

es la razoén (que en el numerador contiene al

cociente de verosimilitud y en el denominador la probabilidad marginal asociada a
una nueva y relevante evidencia encontrada -la probabilidad de cada “pieza de
evidencia”-) e indice que mide la verosimilitud o confiabilidad asociada a esa
nueva evidencia encontrada. Esto se entiende desde la l6gica dialéctica-materialista

del Teorema de Bayes y de las probabilidades condicionales en su verdad natural.

IV.VI. I. La Distribucion Binomial Negativa II como Fenomeno En Si

IV.VI. 1. I. Conceptos Preliminares

La informacién presentada en esta seccién referente puramente a los modelos
jerarquicos y las mixturas de probabilidad se corresponde, salvo que se indique

explicitamente lo contrario (mediante una cita bibliografica) con el contenido



expuesto por (Casella & Berger, 2002, pags. 163-166) interpolandole comentarios

del autor de la presente investigacion, los cuales seran indicados con una

circunferencia diminuta cuya drea tendrad su mismo color y este serd negro.

Expuesto lo anterior, debe comenzarse por decir:

La diferencia entre un modelo jerarquico y una mixtura consiste en que el
primero es una funcién matematica jerarquizada, i.e., es un instrumento de
medicién cuyo disefio responde al interés de la humanidad por medir
fenémenos naturales y sociales para los que es significativamente relevante
el hecho de que las etapas en que ocurre su desarrollo poseen una jerarquia
bien-definida (segtn la teoria cientifica de referencia), mientras que las
mixturas de probabilidad son funciones de distribucién de probabilidad en
que uno o mas parametros de la distribucién de probabilidad (que puede
ser univariante o multivariante, pero siempre implica probabilidad
condicional y una modelacion tedrica del proceso de estimacién de las
distribuciones de probabilidad que responde a un disefio por etapas
jerarquizadas) se modelan con base al comportamiento de alguna otra
variable aleatoria, que condiciona implicitamente el comportamiento de la
variable aleatoria estudiada. Estos modelos buscan capturar la nocién de
variable latente, variable implicita, variable oculta.

Para comprender lo anterior debe introducirse sintéticamente el contexto de
las variables latentes, el cual es el contexto de los modelos de ecuaciones
estructurales (SEM, por sus siglas en inglés) y estas comtnmente en el
contexto del meta-anélisis en Bioestadistica, Psicometria y Sociologia. Segiin
(Cheung, 2015, pag. 1), el meta-anélisis tiene sus origenes en Karl Pearson
(1904) y su definicién fue acufiada por Gene Glass en el contexto de la
Psicologia Educacional para representar “the statistical analysis of a large
collection of analysis results from individual studies for the purpose of
integrating the findings (...) (Glass 1976, p.3)”; por supuesto, el meta-

andlisis en su sentido mas amplio no sélo es cuantitativo sino también



cualitativo y prueba de ello se encuentra, por ejemplo, en que el Axioma de
Eleccién de Zermelo es un supuesto ad hoc cuya demostraciéon no existe
hasta la fechal® . Por otro lado, como se sefiala en (Kline, 2016, pag. 9), los
SEM no hacen referencia a una tnica técnica estadistica sino a una familia
de procedimientos estadisticos relacionados entre si; términos como andlisis
estructural de covarianza, modelacion estructural de covarianza o andlisis de
estructura de covarianza son también utilizados en la literatura para clasificar
esta familia de técnicas descrita, que a su vez describe una multiplicidad de
técnicas “bajo una tnica etiqueta”, gracias a rasgos comunes necesarios y
suficientes que comparten en su estructura matematica para poder ser
clasificados de tal forma, los cuales se sintetizan en que la estructura
matemadtica general de los modelos estadisticos que pertenecen a la familia
denominada SEM esta disefiada para permitir una estimacién especialmente
robusta sobre las covarianzas de las variables aleatorias estudiadas por el
investigador social o natural. Finalmente, “Latent variables in SEM
generally correspond to hypothetical constructs, or explanatory entities
resumed to rflecta continuum that is not directly observable. An example is
the construct of intelligence. There is no single, definitive measure of
intelligence. Instead, researchers use different types of observed variables
such as task of verbal reasoning or memory capacity, to assess facets of
intelligence.” (Kline, 2016, pag. 12). La estructura tedrica general de un

modelo SEM puede verse en la figura presentada a continuacion.

16 Como se sefiala en (Billingsley, Probability and Measure, 2012, pag. 22), para espacios de
probabilidad formados bajo consideraciones mas complejas (que tienen que ver con cardinales
transfinitos, i.e., conjuntos mas grandes que el de los nimeros naturales y cuya cardinalidad o
tamafio se suele denotar por el simbolo X, el cual se lee “Aleph Cero”) es necesario asumir el
Axioma de Eleccién. Por otro lado, en (Billingsley, Probability and Measure, 2012, pag. 47) se dice
explicitamente que cuando los conjuntos son no numerables (es decir, no se puede establecer entre
ellos y los naturales una biyeccién -una relacién 1 a 1-) no podrian ser posibles las estimaciones
estadisticas sin considerar el axioma en cuestion.
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Figure 17.1 Full latent variable SEM model

Fuente: (Keith, 2019, pag. 390).

e Establecido lo anterior, es posible estudiar con la profundidad necesaria el

topico expuesto (Casella & Berger, 2002, pags. 163-166), que consiste en la
relacién matematica existente entre los modelos jerarquicos, las mixturas y
cémo de la marginalizacién de una funcién jerarquica que expresa una
mixtura de probabilidad compuesta por la distribuciéon binomial, la

distribucion de Poisson y la distribucién exponencial aparece la distribucion
binomial negativa 2.

IV.VIL 1. II. Caso I de Modelo Jerdrquico y Mixtura de Probabilidad: Binomial & Poisson
Quizas el caso mas simple de modelo jerarquico de probabilidades es el presentado
en esta seccion, relacionado con la estimacién de la probabilidad de que los huevos

puestos por el ejemplar hembra de alguna especie de insecto que biolégicamente



estd disefiada para poner un niimero sumamente grande de huevos, cada uno con
probabilidad p de sobrevivir. Si se considera que cada uno de los huevos puestos

por la hembra son independientes del otro (lo que implica que la probabilidad de

sobrevivencia de uno de los huevos de sobrevivir no esté relacionada con la del

otro), puede verse cada huevo como un ensayo de Bernoulli.

Por tanto, si se toma como variable aleatoria las observaciones disponibles sobre el
namero de huevos que sobreviven (asumiendo que las observaciones con que se
cuenta se comportan aleatoriamente -que es como asumir que sabemos de ellas
menos de lo que creemos saber-) y se denota por X, puede estudiarse el nimero de
sobrevivientes (que es aqui el fendmeno natural estudiado) mediante un modelo
jerarquico en el que el nimero de sobrevivientes X sea una variable aleatoria cuyas
probabilidades estan modeladas por un funcional (una funcién de funciones) de
distribuciones de probabilidad, en la que las probabilidades binomiales de
sobrevivencia de los huevos p (si sobrevivié o no) a estimar tengan la caracteristica
de estar sujetas a considerar las probabilidades de que tras un determinado
intervalo de tiempo haya sobrevivido un promedio A de la cantidad k — ésima de
huevos antes descrita y no un namero fijo que puede ser variable (un pardmetro),
con la finalidad, por ejemplo, de incrementar la incertidumbre del analisis y poder
aproximarse a casos en que exista menos informacién disponible a la usual y/o de
menor calidad a la usual. Un experimento de la naturaleza antes descrita, hace uso
de un funcional que involucra multiples (mas de una, para este caso 2) funciones
de probabilidad de la forma particular en que uno o mas de sus parametros se
comporta a su vez como variable aleatoria (para este caso de estudio, una
distribucién binomial en que el pardmetro n es transformado en una variable
aleatoria que pertenece a la familia de distribuciones de Poisson de la forma
definida en la identidad (15)). A esta clase especial de funcional se le conoce como
mixtura de probabilidades. Asi, este experimento toma la forma probabilistica:

(X|Y) ~ binomial(Y,p)
Y ~ Poisson(A) (20)



Lo anterior expresa la distribucién condicional de X dado Y = y, la cual es

binomial.

La ventaja de los modelos jerdrquicos es que fenémenos naturales y sociales
complicados (vistos como procesos) pueden ser modelados por una secuencia de
modelos relativamente simples ordenados en jerarquia (en que el proceso ocurre
por etapas y que este hecho es relevante). Ademas, manipular modelos jerarquicos
no es mas dificil que hacer tales manipulaciones con distribuciones multivariantes
condicionales y distribuciones marginales. De hecho, ya se explicé la conexién de
las distribuciones multivariantes condicionales con los modelos jerdrquicos. A

continuacion, se clarificard la relacién entre los modelos jerdrquicos y las mixturas

de probabilidad.

e Si el lector revisa la fuente original, es decir, (Casella & Berger, 2002), podra
observar que la mayor parte del analisis realizado, salvo las estructuras
matematicas empleadas y el contexto académico sumamente general en que
se explican estas estructuras (el ejemplo Bioestadistico empleado, mas no en
su especificidad), pertenecen exclusivamente a esta investigacion. En este
sentido, el ejemplo desarrollado en la forma en que se ha hecho aqui no sélo
sirve para clarificar lo relativo a la fuente referida, sino también para poner
en evidencia de forma maés clara que sin el Teorema de Bayes las nociones
de probabilidad condicional no terminarian de resultar intuitivas ni
terminaria de tener una aplicabilidad teérica més general, asi como tampoco
las probabilidades en general. El anterior no es un modelo jerarquico
bayesiano, por cuanto no utiliza la funcién de verosimilitud para calcular
las probabilidades condicionales, sin embargo, a pesar de ello la sola
existencia del Teorema de Bayes como concepto permite comprender de
mejor forma las probabilidades condicionales en general,

independientemente de la forma en que estas se calculen.



Una vez se ha definido el experimento y los fundamentos teéricos del mismo,

solamente queda definir la estructura matemaética de la variable aleatoria X:

P(X=x)=ZP(X=x,Y=y)
y=0

z P(X =x|Y =y)P(Y =y),lo cual es la definicion de probabilidad condicional
y=0

o)

Px=0= [ -p»] [e_w] (21)

!
y=x Y

La identidad (21) es el tipo de modelo jerarquico que se conoce como mixtura de
probabilidad, es decir, (21) es un funcional en que la funcién de distribucion
inmediata (la funcién de distribuciéon binomial, para este caso) es de carécter
condicional a su parametro n = y, lo cual expresa que tal parametro se comporta
como una variable aleatoria cuya funcién de distribucién de masa de probabilidad
pertenece a la familia de distribuciones de Poisson!”. Lo anterior es vélido puesto
que (X|Y) = y es una distribucién binomial (y,p) y Y ~ Poisson(4).

Ahora, si la expresion (21) se simplifica cancelando los términos semejantes y

X
multiplicando por un 1 conveniente bajo la forma %, se obtiene:

ap)e o (1 -p)a) ™
PR =x) = x! Z (y —x)!
y=x

Ip)e~t s (1 —p)A)
P(X=X)=( pzc'e Z(( t'p) ) ,endondet =y —x
L4 [

17 Para determinar la forma del coeficiente binomial s6lo se necesita sustituir n por y en la forma en
que se plante6 la funcién de masa binomial en la seccién IV.III. No se hizo aqui por motivos de
estética (para evitar la sobresaturacion visual de la identidad).



X ,—A
PX=x)= %e(l‘p)’l (22)
P(X = x) = (’15|)x e P (23)

En donde (22) es el niicleo de la distribuciéon de Poisson!8. Por tanto, es posible
denotar este ndcleo mediante X ~ Poisson(Ap). Asi, cualquier inferencia marginal
(marginalizacion) sobre X es respecto a una distribuciéon Poisson(Ap), enla cual Y
no desempefia ningtn papel®. Lo anterior puede entenderse intuitivamente como
llegar a la esencia de un fenémeno, pero recuérdese que la esencia desde una
perspectiva dialéctica no se reduce a una caracteristica, sino algo mucho mas
profundo?, por lo que resulta posible generalizar esta definicion tedrica para una

mixtura compuesta de n — ésimos parametros.

18 El ntcleo suele encontrarse en la literatura en inglés como kernel. Desde el punto de vista de la
lengua inglesa, la palabra kernel es una modernizacién de la palabra cyrnel perteneciente al inglés
antiguo, la cual significa “semilla” y, ademas, a nivel de la lexicologia en habla inglesa empleada en
Boténica, la palabra “core” se comprende como un contenedor de semillas); sin embargo, esta
palabra tiene su origen en el idioma aleman y ahi su traduccién es directamente niicleo. Segtn la
Wikipedia en inglés (Wikipedia, 2020) tiene distintos significados segtin los campos de aplicacién y
segun la Wikipedia en ruso (Buknmenmsi, 2020) es un concepto aplicado especificamente en
Estadistica Matematica, en Econometria, en Estadistica Bayesiana, Estadistica No-Paramétrica y la
Teorfa del Reconocimiento de Patrones verificando también (al igual que en version en inglés) que
su significado varfa segtin su campo de aplicacion. La Wikipedia en francés (Wikipedia, 2020)
contribuye a terminar de clarificar la imagen cuando explica que los ntcleos son parte de los
denominados estimadores kernel (que sirven para estimar la funcién de densidad de probabilidad
de una variable aleatoria, en la regresién paramétrica para estimar las esperanzas condicionales y
en series de tiempo para estimar la densidad espectral. Por lo tanto, resulta evidente que nuestro
caso de trabajo es a nivel de regresiones paramétricas en las que se estiman esperanzas
condicionales (en otra investigacion se extenderan estos resultados a la regresion binomial negativa
2) y en Estadistica Bayesiana. En este contexto se habla del nticleo de una masa o de una densidad y
es la forma que toma la masa o la densidad en la cual todos los factores que no son funciones de
ninguna variable del dominio son omitidos de la masa o de la densidad, segtin corresponda. Este
concepto busca capturar la intuicién de “la esencia de la funcién”, su niicleo.

19 Distinta es la lectura que debe hacerse si se hablara de una marginalizacion de X (en este contexto X
no desempefiaria ningtin papel y la variable de relevancia seria Y. El lector puede notar que aqui se
habla de una marginalizacién sobre X.

20 La esencia puede ser comprendida como ese lugar intermedio entre dos opuestos, pero no
intermedio en el sentido de que necesariamente ese lugar se encuentre en el centro de la trayectoria
evolutiva del objeto; es ese lugar intermedio entre el punto de llegada y el punto de partida, la esencia
estd en el proceso de desarrollo de los objetos. En Hegel esos dos opuestos son el ser y el concepto,
los cuales son en su sistema punto de llegada y punto de partida, respectivamente, mientras que en
el sistema de Marx y Engels el ser es el punto de partida y el concepto es el punto de llegada, lo que



Introducir a Y en el modelo jerdrquico fue principalmente para contribuir al
entendimiento expositivo. Habfa una recompensa adicional en el sentido de que el
parametro de la distribucién de X es el resultado de la combinacién lineal de dos

parametros, cada uno relativamente simple de comprender.

Asi, la respuesta a la pregunta inicialmente planteada es ahora facil de estimar:

representa una inversion a la 16gica de Hegel. Sin embargo, esa afirmacién seria hueca si no se define
qué domina en el Aufheben. Precisamente la dominancia es un aspecto analitico que caracteriza a
Hegel y Marx como tan similares y a la vez tan diferentes. En ambos domina siempre el origen, que
es fundamento del proceso y presenta dominancia en el resultado, sin embargo, es en la definicién
del origen en donde se diferencian Hegel y Marx. El segundo hace énfasis en esto en (Marx, 2007,
pags. 14-18) al abordar la relacién dinamica entre produccién y consumo:

“Nada mas simple, entonces, para un hegeliano que identificar produccién y consumo. Y esto
ocurri6é no sélo en el caso de los ensayistas socialistas, sino también en el de economistas prosaicos
como Say, p. €j., que piensan que si se considera a un pueblo su produccién seria su consumo. O
también a la humanidad in abstracto. Storch demostr6 el error de Say haciendo notar que un
pueblo, p. €j., no consume simplemente su produccién, sino que también crea medios de
produccioén, etc., capital fijo, etc. (...) Ademas, considerar a la sociedad como un sujeto tinico es
considerarla de un modo falso, especulativo- En un sujeto, produccién y consumo aparecen como
momentos de un acto. Lo que aqui més importa es hacer resaltar que si se consideran la produccién
y el consumo como actividades de un sujeto o de muchos individuos, ambas aparecen en cada caso
como momentos de un proceso en el que la produccién es el verdadero punto de partida y por ello
también el momento predominante. El consumo como necesidad es el mismo momento interno de
la actividad productiva. Pero esta tultima es el punto de partida de la realizacién y, por lo tanto, su
factor predominante, el acto en el que todo el proceso vuelve a repetirse. El individuo produce un
objeto y, consumiéndolo, retorna a si mismo, pero como individuo productivo y que se reproduce a
si mismo. De este modo, el consumo aparece como momento de la produccién. En la sociedad, en
cambio, la relacién entre el productor y el producto, una vez terminado este tltimo, es exterior y el
retorno del objeto al sujeto depende de las relaciones de éste con los otros individuos. No se
apodera de él inmediatamente. Ademas, la aprobacién inmediata del producto no es la finalidad
del sujeto cuando produce en la sociedad. Entre el productor y los productos se interpone la
distribucién, que determina, mediante leyes sociales, la parte que le corresponde del mundo de los
productos, interponiéndose por lo tanto entre la produccién y el consumo (...) Ahora bien, ;la
distribucién existe como una esfera auténoma junto a la produccién y fuera de ella? (...) Aunque
ésta aparezca como un supuesto para el nuevo periodo de produccion, ella misma es a su vez
producto de la produccién, no solamente de la produccién histérica en general, sino de la
produccion histérica determinada.”

Asi, la esencia es "un lugar" porque la esencia son relaciones de al menos un elemento con su
entorno y/o consigo mismo (el caso "y" aplica para n-1 sistemas, el caso "0" sdlo si se analiza el
sistema universal, en que solo existia la relacion interna —puesto que no existe nada fuera del
universo-), en que alguno tiene dominancia del otro en esa relacién, con independencia de si es
posible determinar esa dominancia o no. Entonces, son a esas relaciones a las que llamamos
esenciales (o nucleares, que es lo mismo), porque su peso relativo es mayor en términos de las
demas relaciones (tanto internas como externas) y ello significa ademas que los elementos
involucrados (en estas relaciones esenciales) tendran dominancia en general en su vinculacién con
elementos involucrados en relaciones no esenciales.



EX=p

Por tanto, en promedio, Ap de los huevos sobrevivira. Si se tuviese interés s6lo en
su media y se desease ignorar la distribucién de las mismas, se podria recurrir a la
utilizaciéon de las propiedades de las esperanzas condicionales para otro tipo de
tratamiento tedrico (que requeriria otro instrumental matemaético). Ademas, en
algunas ocasiones las estimaciones empiricas pueden ser simplificadas usando el

siguiente teorema:
Sean X y Y dos variables aleatorias, entonces:

EX = E(E(XIV)),
siempre que exista la esperanza matematica planteada.
Demostracion

Sea f(x,y) la funcién de distribucién conjunta de distribucién de la densidad de

probabilidad de X y Y. Por definicién se sabe que:

£x = B(E0) = [[ 2 Gaxdy = [ [ [ e Glna 0

En donde f(x|y) y fy(y) son las densidades condicionales de X dado Y = y y la
distribucién marginal de Y, respectivamente. Nétese que la integral interior es la
esperanza condicional?! E(X|y), que es la esperanza del parametro de la

distribucién de Poisson (1) por lo que se tiene que:

EX=E(EXIV)) = j EXI|y)fy(y)dx = pA

21 Recuérdese que las integrales son momentos de probabilidad o esperanzas matematicas (o
medias aritméticas), en este caso momentos condicionales, esperanzas matematicas condicionales o
medias aritméticas condicionales.



Para la demostracion el caso discreto s6lo se debe sustituir las integrales por sumas

y no agrega claridad analitica, por lo que se omitiran?2.
Establecido lo anterior, pueden consolidarse tales resultados de la forma siguiente:
EX = E(E(X|V))
= E(pY), puesto que (X|Y) ~ binomial (Y,p)
= p4, puesto que Y ~ Poisson(A)

El término distribucion mixta o mixtura de probabilidad en el titulo de esta seccién
hace referencia a una distribucién surgida de una estructura jerdrquica. Aunque no
existe una definicién estandarizada para este término, la definicién anterior es la

que mayor aceptacion posee actualmente en la comunidad cientifica internacional.

Ademas, la riqueza filosofica de este enfoque no se agota ahi, por el contrario. En
ese sentido, E(E(X|Y)) es la media de una media, el promedio de un promedio.
Quizas sin especificaciones topoldgicas de algin tipo no parece ser posible
formarse una idea intuitiva y de capacidad aplicativa materializable sobre qué es la
media de una media (que es otra forma de ver la probabilidad condicional,
equivalente a todas las anteriores), pero si el espacio muestral se generaliza a n-
ésimas dimensiones es posible observar en los resultados anteriores un patréon
algoritmico iterativo que es la base de procesos numéricos realizados mediante el
uso intensivo de algoritmos iterativos computacionales, como ocurre con la familia
de modelos lineales generalizados (que utilizan el algoritmo conocido como

Iteratively Reweighted Least Squares -IRLS-) o el Método Monte Carlo descubierto por

22 Como sefialan (Casella & Berger, 2002, pag. 164), EX = E(E (X|Y)) puede categorizarse como un
“abuso de notacién” puesto que se ha utilizado la E para simbolizar diferentes esperanzas
matematicas en la misma ecuacién. Por ello, es necesario enfatizar que la E del lado izquierdo de la
identidad es la esperanza o momento con respecto a la distribucién marginal de X; mientras que la
E exterior del lado derecho es la esperanza o momento con respecto a la distribucién marginal de Y
y la E interior del lado derecho es la esperanza o momento con respecto a la distribucién
condicional de (X|Y). Sin embargo, como sefialan los autores “However, there is really no cause for
confusion because these interpretations are the only ones that the symbol "E" can take!”.



Ulam y Neumann en Los Alamos. Lo anterior no representa otra sino distintos

tipos de procesos de convergencia hacia la media.

IV.VI. 1. III. Caso II de Modelo Jerdrquico y Mixtura de Probabilidad: Binomial, Poisson &
Exponencial

La presente seccion se constituye como una generalizacién inmediata de la seccion
anterior, en la que en lugar de una madre insecto existen un nimero sumamente
grande de madres y cada una de las madres es escogida al azar. Si en el escenario
antes descrito un investigador estuviese interesado en conocer la media aritmética
de los sobrevivientes (i.e., el nimero promedio de sobrevivientes de repetirse
multiplicidad de veces el experimento), pero en la investigaciéon no est4 atin lo
suficientemente claro con base en la evidencia obtenida y disponible en general (ni
de los experimentos Bioestadisticos ni del marco teérico de la Biologia) de que el
namero de huevos puestos siga la misma distribucién de Poisson para cada madre,
el siguiente modelo jerarquico de tipo mixtura de probabilidad puede ser mas

adecuado.

Sea X el niimero de sobrevivientes en una camada, entonces:
(X|Y) ~ binomial (Y, p)
(Y|A) ~ Poisson(A) (24)

A ~ exponencial(B)

En la jerarquia anterior la Gltima etapa (que corresponde a la distribucion

exponencial) modela a variabilidad entre diferentes madres.
La media de X puede calcularse facilmente como:
EX = E(E(XIV))
E(pY), como se hizo en la seccion anterior

= E(E(pY|A))



= E(ph)
=pB,  esperanza exponencial

Finalizando asi el proceso de célculo de la esperanza de la mixtura.

En el ejemplo anterior se utilizé un modelo sutilmente diferente al utilizado en la
seccién anterior en el sentido de que dos variables aleatorias eran discretas y una
continua. Usar este tipo de modelos no deberia de presentar problemas. Se puede
definir la densidad conjunta f(x, y, 1), las densidades condicionales f (x|y) y
f(x|y, 1), etc., asi como las densidades marginales f(x), f(x,y), etc., como se hizo
antes. Simplemente se debe comprender que cuando las probabilidades o los
momentos de probabilidad son calculados, las variables discretas son sumadas y

las variables continuas son integradas.

Asi, puede evidenciarse que el modelo de tres etapas descrito anteriormente puede
re-describirse como un modelo de dos etapas combinando las dltimas dos etapas?3.

Sea (Y|A) ~ Poisson(A) y A ~ exponential(3), entonces:

PY=y)=P(Y =y,0<A <)

o)

PW=w=fmeM
0

MY=w=ff@mﬂDﬂ
0

0 -2
P(Y =) = jo [e yfy]%e-ﬂ—%u

2 Por supuesto, esto solo seria valido si lo es en términos del marco tedrico, 16gico y del acervo
experimental de la ciencia en la que se esté trabajando, lo cual puede requerir para su
determinacion un andlisis riguroso de caracter teérico y aplicado que certifique que analizar el
fenémeno desde otra estructura matematica es no solamente su equivalente matematico sino
también su equivalente desde tales marco teérico-cientifico, l6gica de la ciencia y acervo
experimental.



P(Y =v) = % f e M1+871) gy (25)
Y0

Merece la pena hacer una pausa para comentar que (25) es la densidad de

probabilidad gamma.

1 y+1
P(Y =) = T+ D) (755)
P(Y=y)= ! ( ! )y 26
V=n=arp\i+p (26)
La identidad (26) se puede re-expresar como:
+y—1
PY=y) = (r i )pr(l -p), y=01,.. (27)

Asi, (27) es equivalente a la forma (3.2.10) que exponen (Casella & Berger, 2002,
pag. 95), como se sefiala en (Casella & Berger, 2002, pag. 192). Asi, la identidad (27)
expresa la distribucién de la masa de probabilidad de la Distribucion Binomial

Negativa I que constituye el punto de llegada en esta investigacion?+.

Finalmente, puede entenderse asi la analogia entre el estudio de la distribucién
binomial negativa 2 como el resultado de un proceso con el Ser En Si, asi como

también su estudio particular o marginal como Ser Para Si.

IV.VI. II. La Distribucion Binomial Negativa Il como Fenomeno Para Si

En la seccién anterior se desarrollaron sistematicamente las mixturas de
distribucion de probabilidad para el caso de un modelo jerarquico de 2 etapas
(Binomial-Poisson) y de 3 etapas (Binomial-Poisson-Exponencial), para luego

comprimir el modelo de 3 etapas en uno de 2 etapas (Poisson-Exponencial) y tras

24 Mas adelante se presentara la misma funcién, aunque en lugar de y aparecerd x. Esto no debe
confundirse con que en algunas literaturas se hace un despeje de la variable independiente, sino
que debe entenderse simplemente como el uso de otra letra, tal y como se hace ampliamente en la
literatura disponible.



marginalizar este altimo obtener la distribucion binomial negativa 2 (NB2 de ahora

en adelante, por sus siglas en inglés).

La ruta de trabajo de esta seccién consiste en un estudio superficialmente general
de la distribucién marginalizada anteriormente, un estudio breve de sus dos
versiones méds conocidas y un estudio con relativa profundidad sobre su segunda

version, que es el punto de llegada de esta investigacion.

Como senala (Hilbe, 2011, pag. xi)??, la distribucién binomial 2 tiene como
finalidad ser una herramienta que pueda modelar conteo de datos y posee un
espectro amplio de versiones de si misma?¢, sin embargo, es la NB2 la que ha
pasado a ser conocida como distribucion binomial negativa de uso estindar, lo cual se
debe a que progresivamente fue convirtiéndose en uno de los métodos principales
para analizar modelos de respuesta por conteo; sin embargo, como sefiala el autor
referido en el mismo lugar, relativamente pocos investigadores y estadisticos
aplicados estan familiarizados con las variedades disponibles de modelos de la
distribucién binomial negativa, asi como tampoco con la mejor forma de
incorporar tales modelos a su ruta de investigacion. El modelo de regresion de
Poisson, tradicionalmente considerado el modelo de conteo basico?”, puede verse
como una instancia de la distribucién NB2, especificamente es una distribucion

NB2 con parametro de heterogeneidad igual a cero?. Es por ello que sefiala Hilbe

% Joseph Hilbe es investigador del departamento de propulsion a chorro de la NASA, profesor del
California Institute of Technology y profesor de la Arizona State University.

2 Cada una sigue su propia ruta, como puede verificarse en la investigaciéon (Swat, Grenon, &
Wimalaratne, 2017).

27 Hilbe hace referencia aqui a los modelos de regresién con variables latentes.

28 Fl lector puede consultar (Hilbe, 2011, pag. 319) para més detalle en el contexto de regresion, que
se escapa del foco de esta investigacion. Sin embargo, “It is important to understand that the
traditional negative binomial model can be estimated using a standard maximum likelihood
function, or it can be estimated as a member of the family of generalized linear models (GLM). A



que quizas la NB2 es el modelo de conteo mas general y quizéds también el mas
representativo entre todos los modelos de conteo utilizados en la investigaciéon

diaria que se suscita en la actualidad.

Como relata (Hilbe, 2011, pag. 5), los origenes histéricos de la NB pueden
conocerse mediante un reporte realizado por Isaac Todhunter titulado History of
Mathematical Theory of Probability from the Time of Pascal to that of Laplace publicado
en 1865. Ahi, se dice que Pierre de Montmort, aristocrata y matemético francés del
siglo XVIII, discipulo de Nicolas Malebranche (filésofo y tedlogo francés), la
mencioné en 1713 en el contexto de la estimaciéon de un niumero de fallas y antes
del k — ésimo éxito en una serie de ensayos binarios, lo que relata como la NB nace
como NB2. Como se sefiala en al fuente referida sobre la familia NB: “Little was
done with either the earliest definition of negative binomial as derived by
Montmort, or with Poisson’s distribution for describing count data, until the early
twentieth century. Building on the work originating with Gauss (1823), who
developed the normal, or Gaussian, distribution, upon which ordinary least
squares (OLS) regression is based, the negative binomial was again derived by
William Gosset, under his pen name, Student, in 1907 while working under Karl
Pearson at his Biometric Laboratory in London (Student, 1907). In the first paper he
wrote while at the laboratory, he derived the negative binomial while investigating
the sampling error involved in the counting of yeast cells with a haemocytometer.
The paper was published in Biometrika, and appeared a year earlier than his well-
regarded papers on the sampling error of the mean and correlation coefficient
(Jain, 1959). However, G. Udny Yule is generally, but arguably, credited with
formulating the first negative binomial distribution based on a 1910 article dealing
with the distribution of the number of deaths that would occur as a result of being
exposed to a disease (i.e. how many deaths occur given a certain number of

exposures). This formulation stems from what is called inverse binomial sampling.

negative binomialmodel is aGLMonly if its heterogeneity parameter is entered into the generalized
linear models algorithm as a constant.” (Hilbe, 2011, pag. 3).



Later Greenwood and Yule (1920) derived the negative binomial distribution as the
probability of observing y failures before the rth success in a series of Bernoulli
trials, replicating in a more sophisticated manner the work of Montmort. Three
years later the contagion or mixture concept of the negative binomial originated
with Eggenberger and Polya (1923). They conceived of the negative binomial as a
compound Poisson distribution by holding the Poisson parameter, A, as a random
variable having a gamma distribution. This was the first derivation of the negative
binomial as a Poisson-gamma mixture distribution. The article also is the first to
demonstrate that the Poisson parameter varies proportionally to the chi2

distribution with 2 degrees of freedom.” (Hilbe, 2011, pags. 5-6)

En una de las investigaciones citadas por (Hilbe, 2011), especificamente en
(Greenwood & Yule, 1920), se presenta y estudia el escenario en el que se realiza
un ajuste de curvas?’ para superponer los poligonos que constituyen las graficas de
la distribuciéon binomial y la distribucion binomial negativa 2 con el fin de mostrar
su identidad y relacién bajo determinadas condiciones especificadas por los

investigadores citados?), tal y como se presenta a continuacion:

2 Proceso conocido geométricamente como ajuste de curvas.

30 El lector puede verificar que la NB que aparece en (Greenwood & Yule, 1920), puesto que en
(Agarwal, Bajorski, Farnsworth, Marengo, & Qian, 2017, pag. 2) se puede leer que “There is much
current interest in compounding or mixing distributions and their applications. Indeed, the early
history of statistics was greatly concerned with the problem [3]. The work by Greenwood and Yule
(...) in the more modern era has been followed up with new results and extensive applications (...)
including many based on the Poisson distribution because of its centrality in statistical analysis
and probability modeling (...) The present derivations supply new insights into the structure of this
type of modeling by revealing how compounded Poisson variables produce a negative binomial
distribution.”, por lo que junto con lo expuesto por los autores referidos en la pagina 2 del mismo
documento, puede verificarse que en (Greenwood & Yule, 1920) se habla de la NB2.



Figura 4

Megatlve

Bimomial |
Diagram showing binomial curve fitted, by the slope relation, to both a positive
binomial (hollow circles) and a negative binemial (circles Blocked in),
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Fuente: (Greenwood & Yule, 1920, pag. 279).

Ademas, la seccién de la investigacion de Stanley Gossens referida por Hilbe, la
cual se encuentra en (Student, 1907, pags. 355-360), se obtiene también una de las

versiones de la NB, como puede observarse a continuacion:



Figura 5

The actual distributions of cells are given below, and compared with those
calenlated on the supposition that they are random samples from a population
following the law which we have investigated: the probability P of a worse fit
occurring by chance is then found.

I. Mean ='8B25 : uy="8117 ! uy=10876.

Containing 0 1 2 a 4 5 cells
Actual 213 128 37 18 3 1
Caleulated 202 138 47 11 184 24

2

Whence x=992 and P=-04,
Best fitting binomial (1-1893 — *1893) =585 x 400 for which f="52.
II. Mean =1-3225 : yy=12835 p, : =1-3674.
0 1 2 3 4

]
Actual 103 143 a8 42 8 4
Caleulated 108 141 93 41 14 4 1

Whence 3*=398 and P=-68.
Best fitting binomial (97051 402949)%2% x 400 for which P=-72,

L5

ITII. Mean =180 : puy=1-96 : py=2-520,

0 1 2 3 4 & 6 T 8 g
Actual 75 103 121 54 30 13 2 1 0 1
""——Fhrl"—_’

Calculated 66 119 107 64 20 10 3 1

Whence y!'=803 and P="25.
Best fitting binomial (1-0889 — 0889)~*-Mi¥x 400 for which P=-37.
IV. Mean =4'68 : yp=4"46 : uy;=4-98.
0 1 2 3 4 b [i] 7 2] 9 10 11 12

Actual 0 20 43 53 86 70 54 37 18 10 5 2 2
Calculated 4 17 41 63 974 70 54 38 21 11 ] 2 1

Whence y*=972 and P=-64.

Best fitting binomial (85254 -0475)%5% % 400 for which P=-68.

Fuente: (Student, 1907, pags. 356-357).

Puede observarse que la estimacion III corresponde a una distribucién cuya
varianza es superior a su media3! y que el ajuste del poligono binomial se realiz6é

mediante una expansion negativa. Asi, puede concluirse que Gosset obtuvo ahi la

31 El lector debe recordar que anteriormente se defini6 esta distribucién como una de las
caracteristicas distintivas de la NB que le permiten ser y ser vista como una generalizacién de la
distribucion de Poisson.



distribucién binomial negativa, que a juzgar por las series de potencias
desarrolladas y por lo visto en el lugar referido por el autor en cuestién, asi como
también por lo visto en la presente investigacién, parece ser que se trata de la

distribuciéon binomial negativa 132.

En este sentido, el lector podra encontrar en los anexos de esta investigacion una
explicacién y un caso aplicado simple de la NB1, puesto que su utilidad no es
menor; sin embargo, en el resto del cuerpo principal de esta investigacion se haré

énfasis en la NB2.

Como se mostr6 anteriormente en la presente investigacion, el nimero de éxitos
(con probabilidad p) en una sucesién de n — ésimos los ensayos de Bernoulli
siguen una distribucién binomial con pardmetros n y p. Sin embargo, ;qué
ocurriria si desea estudiar tales ensayos (que representan observaciones y eventos,
de un experimento compuesto -la distribucién de Bernoulli puede comprenderse
como un experimento simple-) hasta que se obtuviese algiin nimero deseado de
éxitos?, o, dicho de forma maés general, ;como modelar el estudio cientifico de un
fenémeno natural o social que se desea abordar teéricamente en términos del curso
del desarrollo, que implica la manifestaciéon de sus multiples rasgos o
caracteristicas de tal o cual forma y de tal o cual importancia especifica, hasta que
este desarrollo manifestara alguno de esos tales o cuales rasgos o caracteristicas
definidos por el investigador segtin las necesidades concretas de la investigacion?
Los grandes personajes de la Estadistica Matematica y la Estadistica Aplicada con

quienes tanto el lector como yo hemos tenido el placer de conversar a lo largo de

32 Debido a que las formas de los desarrollos matematicos han cambiado profundamente desde que
Gosset escribi6 su investigaciéon en los laboratorios bioquimicos de Karl Pearson entre 1907 y 2008
no es facil establecer cuando dos objetos matematicos son equivalentes debido a toda la evolucién
que ha tenido la Estadistica Matematica desde que fue fundada por Karl Pearson hace alrededor de
100 afios. Si el lector echa un vistazo rapido a las investigaciones de Gosset se dard cuenta que las
matematicas involucradas son similares a las contenidas en las investigaciones de Karl Pearson en
cuanto a estilo, y esto es asi porque Karl Pearson fue decisivo en el robustecimiento matematico de
las investigaciones de Gossens.



esta investigacion se encargaron de resolver de distintas formas la segunda

pregunta realizada anteriormente.

Finalmente, se plantearan los momentos de la distribucién binomial negativa 2, su
funcién generadora de momentos y su funcién caracteristica, sobre la cual se

hablard con un poco mas de detalle en los anexos.

Estos constructos teéricos (los objetos matematicos bajo la etiqueta de momentos de
probabilidad) son las n — ésimas sub-localizaciones3? dentro de un Campo de
Probabilidad3* que proporcionan a la distribucién de probabilidad su forma, escala y
otros aspectos de su localizacién sub-regional especifica (en la sub — esfera de la
n — esfera en que la distribucion esté definida) de forma completa dentro del
campo de probabilidad al que pertenece la distribucion de probabilidad estudiada.
Los momentos descritos a continuacién son tomados de (Bagui & Mehra, 2019,
pag. 44). Los momentos expuestos a continuacién son tomados de (Bagui & Mehra,
2019, pag. 44), mientras que la funcion generatriz de momentos y funcion
caracteristica pueden encontrarse en (Walck, 1996, pag. 102) y en (Wikipedia,
2020):

Primer Momento de Probabilidad (Nombre: Media Artimética)

rq
E(X)=?, dondeq=1-—p

3 Segtin (Wikipedia, 2020), los grados de libertad pueden definirse como “El nimero de formas
independientes por las que un sistema dinamico puede moverse (desarrollarse), sin violar ninguna
restriccién impuesta (en el modelo), se denomina ndmero de grados de libertad. En otras palabras,
el nimero de grados de libertad se puede definir como el ntimero minimo de coordenadas
independientes que pueden especificar la posicién del sistema por completo”, por lo que las
coordenadas del campo de probabilidad a nivel de su estructura (la base canénica, conjunto
generador o conjunto de vectores linealmente independientes que generan el espacio lineal), i.e., los
grados de libertad, estan dadas; por ello es que se regionalizan aqui las coordenadas, puesto que
como sefiala la fuente antes citada “Si bien los libros de texto introductorios pueden introducir
grados de libertad como parametros de distribucién o mediante pruebas de hipétesis, es lao
geometria subyacente la que define los grados de libertad y es fundamental para una comprension
adecuada del concepto.”

34 Entiéndase por ellos como los define (Kolmogoérov, 1956, pag. 2).



Sequndo Momento de Probabilidad (Nombre: Varianza)
r
E(Xz)zp—z, dondeq=1-p

Aplicando a E (X?) un poco de élgebra puede transformarse de la siguiente forma:

2 _ | _‘(1 ])_ I d d —
- = = i =1
() ,u+ , onae q 1%

Puede verificarse de la identidad anterior que la distribucién binomial negativa 2
tiene la caracteristica de que su varianza puede ser mas grande que su media y esto
es precisamente el hecho que le permite erigirse como una alternativa mas flexible

que la distribucion de Poisson, es decir, una generalizacién en el contexto definido.
Tercer Momento de Probabilidad (Nombre: Coeficiente de Asimetria)

2—p
Vr(1=p)

Cuarto Momento de Probabilidad (Nombre: Curtosis3?)

E(X3) =

n 6, _ 7
P = e

Funcion Generatriz de Momentos

1-p
1—pet

s
MGF = ( > , para todo t < —log (p)

Funcion Generatriz de Probabilidades

T

1-p 1
PGF = ( > , para todo |z| < —
1-pz p

Funcion Caracteristica

r

1 —
CF = (_p) , endondet € R
1 —pe't

% Del griego xoptog. Esa es la razén por la que en algunos lugares se encuentra como “kurtosis” y
en el idioma inglés se escribe con la letra inicial k.



Lo anterior®® puede resumirse en las siguientes imagenes, en las graficas de
distribucion de masa binomial negativa son construidas mediante la asignacién de

diferentes valores para la variable y parametros de interés:

Figura 6

Moments

/ . r(i—p)

Mean: =L

Variance: L’_,:D‘f-'_‘

Mode: The largest integer < "—_lz'pl—_pl
Aaticmn: L, fru—1y . ; —1

Mean Deviation: 2u(", )1 —p)pm

where u is the smallest integer
greater than the mean. [Kamat 1965]
1

v r{1—p)

Coefficient of Variation:

.. 2—p
Coefficient of Skewness: ——
v r{1—p)

* . . 2
Coefficient of Kurtosis: 3+ % +

r(1—p)
- ; . _ /T kr
Central Moments: fpi1=1q (‘flq_ + F"‘“"‘“)"

where g =1—p, o =1 and py = 0.

Moment Generating Function: (1l —qel) ™

Probability Generating Function: p"(1 — gt)™"

Fuente: (Krishnamoorthy, 2006, pags. 98-99).

3% En los anexos se expondrd la estructura matematica de los primeros dos momentos muestrales de
la NB2.



Figura 7
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Figure 7.1 Negative Binomial Probability Mass Functions: k is the Number of Failures
until the rth Success

Fuente: (Krishnamoorthy, 2006, pag. 99).



Figura 8
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Figure A.83: NegativeBinomial2 distribution plotted using the provided R code.

Fuente: (Swat, Grenon, & Wimalaratne, 2017, pag. 197).

La capacidad de resolver problemas aplicados latentes en el instrumental anterior
puede verse, por ejemplo, como se sefiala en (DeGroot & Schervish, 2012, pag. 297),
para el caso en que se desee monitorear3” algtin equipo, se va a suponer aqui que es
capital fijo perteneciente al Sector I (Sector Productor de Medios de Produccion),
con la finalidad de determinar los puntos del desarrollo de su vida util en que
necesita mantenimiento. La estimacién del nimero de puntos3® o eventos de
interés a observar en dicha trayectoria evolutiva del sistema previo a que la alarma
del equipo de monitoreo notifique al operario de tal monitor un ntimero fijo de
veces que el equipo requiere mantenimiento se puede modelar con la distribucién

binomial negativa 2.

Asi, supdngase que el capital fijo definido anteriormente produce partes que
pueden ser 6ptimas o defectuosas. Sea X; = 1 sila i — ésima parte es defectuosa

(puesto que se quiere encontrar el punto en que la alarma notifique necesidad de

37 Mediante la utilizacién de algin equipo de monitoreo especializado para el caso.

3 Los puntos de la trayectoria de un sistema (de ecuaciones diferenciales o en diferencias) son los
instantes temporales que conforman su trayectoria evolutiva (conocida como evolucién del sistema,
que en este caso es la evolucién en el sentido de su vida ttil hasta alcanzar un valor de descarte
contable). Por ejemplo, si una computadora tiene una vida ttil contable de 5 afios y se desea
monitorear su vida ttil en unidades temporales anuales, los puntos serian 5, en donde cada punto
representaria 1 afio de los 5 afios de vida ttil contable en total.



mantenimiento) y sea X; = 0 en cualquier otro lado. Asumiendo que tanto las
partes 6ptimas como las defectuosas son independientes (es decir, la produccion
de una pieza defectuosa no afecta la produccién de otra, por lo que sus
probabilidades de ocurrencia no poseen relacién) y cada una de ellas con

probabilidad P(X; = 1) = p para todo i — ésima parte defectuosa.

Esta secuencia de ensayos de Bernoulli implicita en la NB2 puede ser infinita, en
donde cada una de las opciones son definidas en términos de éxito o fracaso (en
este caso, los éxitos son cada punto en el que el capital fijo requiere mantenimiento
a causa de la deteccién de la produccion de una pieza defectuosa) con probabilidad
de éxito p. En esta seccion se estudiaré la distribucion de probabilidad del namero
de fracasos que ocurrirdn antes que ocurran exactamente r éxitos en el
experimento definidos en los términos expuestos anteriormente, en dénde r es

cualquier entero no negativo.

Asi, en un experimento disefiado bajo tales especificaciones, es posible utilizar la
distribucion de masa de probabilidad binomial negativa, en la que X representa el
namero de fracasos antes de que el r — ésimo éxito ocurra, que adopta la siguiente

forma funcional:

r+x—1\ . \x
f(x|r,p) = [( 1 )p (1-p) ], paratodox =0,1,2, ..., (28)
0, en otro caso

Notese que (28) pertenece a (DeGroot & Schervish, 2012, pag. 297), mientras que
(27) al final de la seccion anterior pertenece a (Casella & Berger, 2002, pag. 95), sin
embargo, a todas luces son equivalentes. Ademads, nétese que la expansion del
coeficiente binomial en (28) no aparece en ninguna de las fuentes referidas. Sin
embargo, puede extraerse esta informacién tanto de (Mittelhammer, 2013, pag.
182), especificamente de la linea #6 y #7 del primer pérrafo, asi como también de
(Wikipedia, 2020). Ahi puede verificarse que dicho coeficiente permitiria re-

expresar (28) en los siguientes términos:



(x+r—-1)!

fx|r,p) = l(W) pr(1- p)xl, para todo x = 0,1,2, ..., (29)
0, en otro caso

La distribucién binomial negativa debe comprenderse, en general, en términos del
nimero de ensayos de Bernoulli (experimentos simples) requerido para obtener
algin nimero fijo de éxitos, tal como se observa en (Casella & Berger, 2002, pag.
95), asi como también en (Mittelhammer, 2013, pags. 181-183) y en (Wackerly,
Mendelhall III, & Scheaffer, 2010, pags. 121-123), que es la distribucién binomial
negativa 1 que se tratara en los anexos; por ello debe sefialarse, como observa
(Cohen & Cohen, 2008, pag. 166) que “The general definition of the negative
binomial does not require that n be a nonnegative integer. However, because we
are interested in the physical interpretation of the density, we will focus our
attention on positive integers”. Sin embargo, tanto (28) como (29) pertenecen a la
distribucién binomial negativa 2, que se obtiene redefiniendo la necesidad de
investigaciéon que la herramienta NB1 resuelve en términos del ntimero de ensayos
de Bernoulli, que se definen como fracasos, requerido para obtener obtener un
namero fijo de éxitos, con lo que se obtiene la distribucién binomial negativa 2.
Sobre la distribucion binomial negativa 1 se hablaré en los anexos con mayor

detalle.

Como se explicé anteriormente, la razén por la que aqui se ha hecho énfasis
analitico en NB2 en lugar de NB1 se encuentra en la facilidad de alcanzar mayor
riqueza analitica al estudiar la NB en términos de un cuerpo teérico mucho mas
general que ella, asi como también por sus origenes histdricos, que es tan viejo
como la Estadistica, tal y como se verd a continuacion; esta investigaciéon puede
tener alguna utilidad en allanar el camino para una réplica de si en el que la
distribucion binomial negativa de estudio fuese la NB1, sin embargo, ello
probablemente podria implicaria un esfuerzo mayor que el realizado en esta
investigacion concerniente a la recopilacion de fuentes histéricas al respecto, lo

cual tiene que ver en alguna medida con que la NB2 facilita las estimaciones en



relacién a sus pares, aunque la NB1 es la NB que responde a una pregunta més

general, al menos en comparacién con la NB2.

Si el lector consulta (Ibe, 2013, pag. 19), notard que la distribucién de Pascal que el
autor presenta es equivalente a la forma de la NB (Wackerly, Mendelhall II1, &
Scheaffer, 2010, pag. 122) y (Mittelhammer, 2013, pag. 182) de la NB1, que aparece
junto con la NB2 tanto en (Walck, 1996, pag. 102) como en (Casella & Berger, 2002,
pag. 95)%, especificamente en el lugar en el que inicia su exposicién sobre la NB,
que a su vez se corrobora segun (Cook, 2009, pag. 1) que es la forma funcional de la
NB etiquetada como NB1; sin embargo, siendo rigurosos, “The origin of the
negative binomial distribution is not as a Poisson-gamma mixture, which is a
rather new parameterization. The earliest definitions of the negative binomial are
based on the binomial PDF. Specifically, the negative binomial distribution is
characterized as the number of failures before the rth success in a series of
independent Bernoulli trials. The Bernoulli distribution is, as you may recall, a
binomial distribution with the binomial denominator set at one (1). Given r as an
integer, this form of the distribution is also known as a Pascal distribution, after
mathematician Blaise Pascal (1623-1662). However, for negative binomial models,
r is taken as a real number greater than 0, although it is rarely above four.” (Hilbe,
2011, pag. 3). Asi, la primera NB en aparecer fue la NB2, aunque no exactamente
como se le conoce hoy en dia, aunque si bajo la misma légica: determinar el

nitmero de fracasos necesarios antes de una cantidad fija de éxitos.

Por otro lado, la sintaxis en R correspondiente a la distribucién binomial negativa 2
seria, segin (Heiberger & Holland, 2015, pag. 825) y segtn las especificaciones
matemaéticas brindadas en el paquete informatico, que pueden localizarse en (MIT,

2017), a la que se muestra en las figuras presentadas a continuacion:

3 En ambos autores la presentacion inicial con la NB1 y tras su manipulacién matematica se arriba
ala NB2.



Figura 9

J.3.5 Negative Binomial

dnbinom(x, size = 8.5, prob = 0.4)

0.06

0.04

=1 allHAA

0.00 - _-III HHDDDDDDDD
0 5 10 15 2 25 30

X

> dnbinom(17, size=8.5, prob=.4)
[1] 0.04338

> print(pnbinom(17, size=8.5, prob=.4), digits=17)
[1] 0.81209497223034977

> gnbinom(0.81209497223034977, size=8.5, prob=.4)
(1] 17

Fuente: (Heiberger & Holland, 2015, pag. 825).

Figura 10

Description

Density, distribution function, quantile function and random generation for the negative binomial distribution with parameters size and prob.
Usage

dnbinom({x, size, prob, mua, log = FALSE)

pnbinom(g, size, probk, ma, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

gnkbinomip, size, prob, ma, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rnkbinomin, size, prob, ma)

Fuente: (MIT, 2017).



Figura 11

Arguments
=
vector of (non-negative integer) quantiles.
vector of quantiles.
vector of probabilities.
number of observations. If 1engtnn) > 1, the length is taken to be the number required.

size
target for number of successful trials, or dispersion parameter (the shape parameter of the gamma mixing distribution). Must be strictly positive, need not be integer.

prob
probability of success in each trial 0 < prob <= 1.

ma
alternative parametrization via mean: see “Details™

log, leg.p
logical; if TRUE, probabilities p are given as log(p).

lower.tail

logical; if TRUE (default), probabilities are P/X = x]. otherwise, P/X = xJ.

Fuente: (MIT, 2017).

La sintaxis de la figura anterior exhibe la particularidad de utilizar una funcién de
densidad y con ello estar habilitada para ingresar valores continuos en la funciéon
(otrora masa, ahora densidad), la explicacion de ello obedece, segtin el contexto, al
Teorema Central del Limite, a la Ley de los Grandes Ntmeros o al Teorema
Ergodico; sin embargo, ello no pertenece estrictamente al foco de la investigacion,

por lo que se hablard sintéticamente sobre ello en los anexos.

Sobre la sintaxis de R en si misma respecto a la NB2 el lector simplemente debe
notar que para los fines de la presente investigacion ya estan definidas x, r y p (que
en el paquete informatico R aparece como prob), asi como también r (que en el
paquete informatico R es size), mientras que respecto a la funcién cuantil y sobre la
parametrizacion alternativa via el primer momento de probabilidad se hablara en

los anexos, por lo que no hay nada mas que agregar al respecto.



IV.VL. Distribucién NBII. Ejemplos Manuales y Automatizados con R Studio
Retomando el ejemplo localizado en (DeGroot & Schervish, 2012, pag. 297), (28)

tomaria la siguiente apariencia:

(x+4-1)! a1 .
fixl4p) = \@=-Dreot)? 1-p) , paratodox =0,1,2,..,
0, en otro caso

A continuacién, mediante el uso de una Texas Instruments nspire CX CAS, sin
recurrir a ninguna sintaxis particular de la misma, i.e., planteando las operaciones
en términos de adiciones, diferencias, productos, cocientes, potencias y factoriales,
se realizaran estimaciones para valores de x y de p seleccionados arbitrariamente

con fines orientados puramente a la claridad expositiva.

El lector debe tener presente que cada ensayo de Bernoulli tiene una naturaleza
intrinsecamente aleatoria (por ello poseen una familia de distribuciones de
probabilidad que los describen) y, por consiguiente, deben tener una probabilidad
individual de ocurrencia no relacionada (porque se asumen como independientes);
tal probabilidad de ocurrencia se define en términos de dos conjuntos de ensayos.
A tales conjuntos puede comprendérseles de la siguiente manera: se dispone del
conjunto de ensayos que corresponden a los sucesos considerados como fracasos y
del conjunto que lo complementa, es decir, del conjunto de ensayos que
corresponde a los sucesos considerados como éxitos. Asi, supéngase que cada
ensayo de Bernoulli tiene una probabilidad de p = 0.005 y la cantidad de tales
ensayos, es decir, el nimero de fracasos o eventos no deseados hasta la ocurrencia
de 4 éxitos o eventos de interés (es decir, hasta que el sistema de alarmas reporte 4
veces que el capital fijo produjo una pieza defectuosa del bien de capital que
produce) se estima de la siguiente forma:

(100 + 4 — 1)!
(4 — 1)!(100)!

£(100]4,0.005) = < )0.0054(1 —0.005)%° = 0.000067.

Lo mismo puede verificarse en el instrumento especificado previamente:



Figura 12

Fuente: Estimacion propia mediante una Texas Instruments nspire CX CAS.

Por otro lado, la sintaxis en R para este ejercicio puede escribirse de la siguiente

manera:



Figura 13

£ Rstudic
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
o - OR =l I = Go to file/function ~ Addins ~
&' | Binomial_Negativa.Rmd @ untitled1* =
= | Courre on Save QA . = D oy Srurca v
11 (Top Level) 2 R Script =
Console  Terminal lJobs = ]

C:/Users/User/Desktop/

> dnbinom(x = 100, size = 4, prob = 0.005) # funcion de densidad

[1] 6.6956942-05

= dibujo =- rnbinom(n = 100, size = 4, prob = 0.003) # funcion de generacion aleatoria

> dibujo
[1] 1316 443 503 357 634 919 836 B27 936 1260 456 660 BF8 903 980

[16] 625 1467 809 1085 588 o612 410 744 960 286 894 1034 777 1187 528
[31] 544 548 392 787 1419 838 655 B850 551 932 258 545 990 644 607
[46] 943 1009 1166 399 1521 1172 476 749 968 660 167 1116 671 1649 335
[61] 1004 813 601 129 551 497 296 367 1117 467 650 859 669 1123 451
[F6] B66 421 611 369 1198 892 441 1173 509 1246 590 331 327 1001 560

[91] 318 &A1 423 5334 337 1176 444 1050 1449 691

= hist{dibujo) # histograma

> plot(density(dibujo)) # dibujo - densidad

> plot(density(dibujo), main = "Grafico de densidad”,

+ xlab = "partes producidas”, ylab = "Densidad”, col = "blue”, type = "h")

Fuente: Elaboraciéon propia con ayuda de una colega que prefiere el anonimato.

Y los resultados de ella obtenidos pueden verificarse en la siguiente figura:



Figura 14

Environment History  Connections  Tutorial
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Fuente: Elaboracion propia con ayuda de una colega que prefiere el anonimato.

Teniendo claro lo anterior y con la evidencia empirica disponible, la resolucién del

ejercicio anterior puede interpretarse como sigue:

“La probabilidad de que tras observar 100 eventos no deseados (conocidas sus

probabilidades individuales de ocurrencia) el investigador observe 4 eventos de interés es de

0.000067.”



Asi, puede también construirse una forma de interpretacién que generalice la

anterior:

“La probabilidad de que tras observar x € X eventos no deseados (conocidas sus

probabilidades individuales de ocurrencia p) el investigador observe r eventos de interés es

de P”.

Finalmente, es de importancia fundamental en la experimentacion estadistica el
uso de sintaxis que permitan generar ntimeros pseudoaleatorios con la finalidad de
simular en condiciones controladas el comportamiento de algtin fenémeno natural
y social, a través del uso de estas sintaxis para generar distribuciones de
probabilidad, de forma tal que sea posible extraer de tales simulaciones
informacién que contribuya a mejorar nuestro entendimiento de tales fenémenos
de interés. En este sentido, con la ayuda del paquete informético R se plantea un
ejemplo que permite mostrar ciertos aspectos eminentemente 16gicos subyacentes a
las distribuciones de probabilidad que tinicamente se pueden observar cuando se
replica de forma menos sofisticada su funcionamiento, asi como también la forma

en que los procesos son automatizados mediante los paquetes informaticos.

Para comprender mejor lo anterior, se explicara sintéticamente el Axioma de
Eleccion con base en lo expuesto por (Billingsley, Probability and Measure, 1995,
pag. 537). Anteriormente se dijo, con base en (Billingsley, Probability and Measure,
2012) en el lugar definido que el Axioma de Eleccién estaba implicito en los
fundamentos de la Estadistica Matematica y de la Teoria de Conjuntos, sin
embargo, no se dieron detalles sobre este. Cualquiera que sea el conjunto de datos
que un investigador esté analizando puede descomponerse como [44: 6 € 0], lo
cual quiere decir que el conjunto de datos (expresado matematicamente por el

espacio muestral Q) que estudia el investigador puede descomponerse? en

40 Como se lee en (Daverman, 1986, pag. 1), “Technically speaking, the decompositions are all upper
semicontinuous ones, meaning that the decomposition elements fit together in a fashion nice
enough to ensure metrizability of the decomposition spaces.”, en donde la metrizabilidad es
simplemente la cualidad de un espacio (véase como un conjunto de objetos -para el caso de esta



diversos Ay en donde el conjunto que los unifica se expresa mediante el simbolo 0,
que posee, entre otras caracteristicas, que son todos los subconjuntos no vacios que
es posible formar con el espacio muestral () previamente definido. El Axioma de
Eleccion de Zermelo es la hipotesis metamatemaética*! que sostiene que siempre es
posible, sin importar el tamafio o cardinalidad del conjunto (pueden ser cardinales
transfinitos, y ahi aparecen los problemas epistemoldgicos descritos
anteriormente), elegir al menos 1 conjunto C que contenga exactamente 1 punto de
cada Ag: C N Ag que es un conjunto unitario para cada 6 formado de 0. Lo anterior
generaliza la intuicién de siempre poder, sin importar el tamafio de un conjunto de
datos, formar un conjunto de estos con al menos 1 elemento de cada uno de los

conjuntos formados del conjunto original. Con base en ese principio se garantiza la

investigacion tales objetos son datos-) de ser medible (establecer una distancia entre cualesquiera
dos puntos mediante alguna funcién denominada métrica del espacio en cuestién). En libros de
texto de Topologia se encontrara esta temética bajo el nombre de “Decomposition of Manifolds”
(como el titulo de la obra anteriormente citada” o como “Manifold Decomposition” y la razén de
ello obedece a que manifold es la palabra en el idioma inglés utilizada para generalizar la palabra
surface, dentro del mismo idioma, que es utilizada para hacer referencia a la generalizacién
matemadtica del concepto superficie que de ordinario conocemos. De forma mas intuitiva,
recurriendo al concepto de esfera en la Geometria, “a manifold M may be decomposed or split by
writing M as a combination of smaller pieces. When doing so, one must specify both what those
pieces are and how they are put together to form M.” (Wikipedia, 2020).

41 Que surge para solventar la paradoja de Russell, que habia aparecido anteriormente como la
paradoja de Cantor, que es una forma mas general de la primera (por involucrar directamente al
conjunto universal y a su potencia, en donde la paradoja se genera porque la funcién sobreyectiva
que se supone imposible encontrar del conjunto original a su potencia si existe para este caso); la
paradoja de Russell establece que el conjunto de conjuntos que no pertenecen a si mismos puede
pertenecer a si mismo si y solo si no pertenece a si, lo cual para casos particulares como la bolsa de
bolsas que las personas suelen almacenar de sus visitas a los supermercados o para el caso de un
conjunto de mufiecas Matrioshka no habria problema en determinar la validez cognoscitiva de tal
afirmacién, sin embargo, se desdibuja para el caso de una bolsa de basura (;reciclable o no? -y se
pueden afiadir méas preguntas-) y definitivamente no aplica para el caso de una casa de campo que
aloja personas o animales porque desdibujaria los estados de materia cualitativamente diferentes
que existen de forma verificable en el mundo de la realidad. Lo anterior pone de manifiesto lo
complejo del asunto y por qué es terreno de la Filosofia y no de las Ciencias, ni siquiera de las
ciencias formales (la Teoria de Conjuntos no es Matematica Pura, es Metamatemadtica -que se define
filos6ficamente segtin la Escuela de Filosofia de las Matematicas dominante, que tras la
controversia entre Brouwer y Hilbert a inicios del siglo pasado en la que result6 “victorioso” el
altimo, el Formalismo Matematico domina tal rama de la Filosofia de las Ciencias y de ello se
explica que la Teoria de Conjuntos ZF-C haya progresado hasta dominar esta ciencia formal a pesar
de que en su nacimiento generd rechazo por maltiples filésofos y polimatas, entre ellos Henry
Poincaré-).



validez formal (que es parte de la validez epistemolégica de un instrumento, mas
no la tinica y no necesariamente la mas importante*?) de todo el aparato teérico y

aplicado de las Matematicas.

42 Existe toda una serie de légicas y flexibilizaciones matemaéticas de la version formal de la Teoria
de Conjuntos ZF-C que han demostrado ser robustas filoséfica y matematicamente (como el
programa establecido por Quine), asi como otras légicas que flexibilizan el principio del tercero
excluido (sobre eso traté la controversia Brouwer-Hilbert en los cimientos fundacionales de las
Matematicas) y permiten poder trabajar sin asumir este axioma. A nivel tedrico se tiene el Analisis
Constructivo de Bishop, a nivel aplicado todos los trabajos de medicién realizados por los conjuntos
difusos (Fuzzy Sets), conjuntos corrugados (Rough Sets) y los conjuntos fractales, que han dado
origen a sus respectivas légicas, asi como también las investigaciones hechas desde la 16gica
cuantica (fundada por Neumann) y la 16gica probabilistica. Para ampliar mas al respecto puede
revisarse: a)

https:/ /www.anderstorvillbjorvand.com/ service/53/download/id/3378/name/19950428 projec
t_report_fractal logic.pdf, b) https:/ /www.mathpages.com/home/kmath140/kmath140.htm, c)
https://plato.stanford.edu/entries/qt-quantlog/, d) https:/ /iep.utm.edu/qu-logic/, e)

https:/ /plato.stanford.edu/entries/logic-fuzzy/, asi como también la entrada de Ldogica
Probabilitaria en (Rosental & Iudin, 1971). Respecto a las aplicaciones a nivel de aprendizaje
automatico (Machine Learning), aprendizaje profundo (Deep Learning) y mineria de datos (Data
Mining) puede (Bjorvand, 2020), localizacién que estd descrita por su autor en los siguientes
términos: “I did my master's degree in Computer Science in 1995/1996 at the Norwegian Institute
of Technology (now: The Norwegian University of Science and Technology). From mid-1997 till
mid-2000, I was working at the University of Oslo as a research scientist funded by The Research
Council of Norway. In this time period, from 1995 till 2000, I published some articles at various
international scientific conferences. Some of the papers have even been quite widely cited. So, if you
are interested, you can download all of them here.” Finalmente, si se desea conocer més sobre las
aplicaciones de estos tipos de l6gica, puede consultarse sus entradas en Wikipedia, aunque también
existe literatura especializada al respecto, como por ejemplo (Smithson & Verkuilen, 2006) (que en
la pagina 5 remite a Zimmerman (1993) y Klir & Yuan (1995)) e incluso un documento del
descubridor de los conjuntos corrugados publicado en su época de investigador en el
Departamento de Ingenieria Eléctrica y Ciencias de la Computacién de la Universidad de Berkeley
en 1975, se hace referencia aqui a (Zadeh, 1975). Ademads, para un estudio histérico de la Teoria de
Conjuntos Corrugados y su légica, puede consultarse en (Tamir, Rishe, & Kandel, 2015), cuya
resefla podria dejarseles a los mismos autores en la pagina 3: “The concepts of truth and meaning
are of fundamental importance in logic, information analysis and related fields. The theory outlined
in this paper, call it RCT for short, is a departure from traditional theories of truth and meaning,
principally correspondence theory, coherence theory, Tarski semantics, truth-conditional semantics
and possible-world semantics (...) In large measure, traditional theories of truth and meaning are
based on bivalent logic. RCT is based on fuzzy logic. Standing on the foundation of fuzzy logic,
RCT acquires a capability to enter the realm of everyday reasoning and everyday dis-course a realm
which is avoided by traditional theories of truth and meaning largely because it is a realm that does
not lend itself to formalization in the classical tradition.In RCT, truth values are allowed to be
described in natural language (...) Examples. Quite true, very true, almost true, probably true,
possibly true, usually true, etc. Such truth values are referred to as linguistic truth values. Linguistic
truth values are not allowed in traditional logical systems.”



https://www.anderstorvillbjorvand.com/_service/53/download/id/3378/name/19950428_project_report_fractal_logic.pdf
https://www.anderstorvillbjorvand.com/_service/53/download/id/3378/name/19950428_project_report_fractal_logic.pdf
https://www.mathpages.com/home/kmath140/kmath140.htm
https://plato.stanford.edu/entries/qt-quantlog/
https://iep.utm.edu/qu-logic/
https://plato.stanford.edu/entries/logic-fuzzy/

Lo anterior no es otra cosa que la garantia epistemolégica*® que las permutaciones,
combinaciones, k — permutaciones y k — combinaciones, asi como los resultados
de sus realizaciones, son congruentes con el cuerpo tedrico existente de las
Matematicas sin fisuras (por supuesto, aceptando el supuesto ad hoc explicado en el
parrafo anterior) y aunque puede ser un poco esquivo comprender la importancia
de que un conocimiento sea vélido epistemolégicamente, generalizando a formas
mas flexibles (no légico-formales) la validez epistemolégica puede plantearse en
términos negativos, para honrar el titulo de la investigacién: ; Acaso no es deseable
poder estar seguros de que al realizar algo, lo que sea, una y otra vez sin importar
las circunstancias, los resultados objetivos (pertenecientes a la realidad, los hechos
en su verdad natural) obtenidos de realizar ese algo sean sisteméaticamente los

mismos? Esa es pues la utopia abstracta de la Filosofia Marxista y de las Ciencias.

Asi, establecidos los cimientos tedricos-formales mas profundos de las
Probabilidades y la Teoria Estadistica, se puede empezar a asociar a los conjuntos
de diversas formas (ahi empieza a aparecer en toda su magnitud la importancia de
la generalizacion de los instrumentos a utilizar) y de ello se desprenden las
permutaciones y combinaciones, asi como sus generalizaciones, lo cual como un
todo constituye el conjunto de Métodos de Conteo, tal y como puede verificarse en lo

expuesto por (Taboga, 2012, pags. 1-26).

En ese sentido se presenta a continuaciéon un ejemplo teérico que compara el

escenario de generar un conjunto de datos directamente a partir de la utilizacion

43 “GNOSEOLOGIA (...) o teoria del conocimiento. Parte importante de la teoria filosofica, versa
acerca de la facultad del hombre para entrar en conocimiento de la realidad, acerca de sus fuentes,
de las formas y de los métodos del conocimiento, acerca de la verdad y de los caminos para llegar a
conocerla (...) la gnoseologia materialista parte del reconocimiento del caracter objetivo del mundo
exterior y de que es posible conocerlo (...) (ello esta ligado con) el papel decisivo de la actividad de
los hombres en la esfera de la produccioén social para el desarrollo del conocimiento (...) La
dialéctica materialista, que descubre las leyes mas generales del desarrollo de la Naturaleza, la
sociedad y el pensar, nos ofrece la tnica teoria cientifica del conocimiento (...) Incluye en si lo que
en la actualidad se denomina teoria del conocimiento, gnoseologia, lo cual también ha de examinar
su objeto histéricamente, estudiando y generalizando el origen y el desarrollo del conocer, el paso
del no-saber al saber (...)” (Rosental & Iudin, 1971, pag. 204). El contenido en negrita ha sido
adicionado por el autor de la presente investigacion.



de métodos de conteo y otro conjunto de datos generarlo mediante las
teorizaciones de las Probabilidades y la Estadistica cristalizadas en las sintaxis de R
disefiadas especificamente para la estimacion relacionada con la distribuciéon
binomial negativa, las cuales han sido expuestas en pasajes anteriores de esta

investigacion.

Como se adelanto, el procedimiento presentado a continuacién compara la
generacion de una distribucién binomial negativa a partir de métodos de conteo
cristalizados en las sintaxis personalizadas “experimento_CARTA” y
“func_experimentos” con su estimaciéon mediante las sintaxis automatizadas de R,
con la finalidad de probar la equivalencia entre las sintaxis construidas via método
de conteo y las construidas via Probabilidades y Teoria Estadistica, demostrando
su equivalencia y el valor de R (y de otros paquetes informaéticos, evidentemente)
como instrumento de medicién y analisis. Evidentemente por motivos de
estandarizaciéon, ambas metodologias se prueban bajo las mismas condiciones,
fundamentalmente se deben mencionar: promedio, nimero de observaciones y

cantidad de éxitos44.

* experimento_CARTA: Esta funcién toma una carta de entre una baraja
compuesta por 52 cartas (13 cartas de 4 palos) la cantidad de veces necesaria
para que salga la carta indicada en el argumento de la funcién, el cual se llama
“cartaBUSCADA”. Por ejemplo, si “cartaBUSCADA” es igual a “3”, entonces
la funcién cuenta la cantidad de cartas que resulta necesario sacar para
obtener un 3 (de cualquier palo).

* func_experimentos: Esta funcién ejecuta el experimento citado antes
(experimento_CARTA) la cantidad de veces que se indica en el argumento,

llamado “cantidad” y retorna un vector con los resultados del experimento.

# El investigador s6lo explicado teéricamente el experimento, pero su disefio computacional se
agradece a la colega antes citada, que insiste en permanecer en el anonimato.



Generacion de Numeros Pseudo-Aleatorios mediante métodos de conteo que se

distribuyen como una masa de probabilidad binomial negativa 2

cartas <- ¢("A", "2","3", "4", "5", 6", "7", "8", "9", "10", "J", "Q", "K")
cartas52 <- rep(cartas, 4)

palos <- ¢("Picas", "Copas", "Diamantes", "Flores")

palos52 <- sort(rep(palos, 13))

baraja <- data.frame(cbind(cartas52, palos52))

carta <- unite(baraja, carta, sep ="_")

baraja <- cbind(baraja, carta)

escogencia <- unlist(carta)

experimento_CARTA <- function(cartaBUSCADA){
cantidadCARTA <-0
final <- NULL
cc<-0
while(cc == 0){
c <- str_extract(sample(escogencia, size = 1), cartaBUSCADA)
if(is.na(c)){

cc=0
} else{
cc=c

}
cantidadCARTA = cantidadCARTA + 1

final <- c(final, cantidadCARTA)

}
return(final[length(final)])

J

experimento_CARTA("A") # ejemplo



## [1] 10
experimento_ CARTA("2") # ejemplo
##[1]9

func_experimentos <- function(cantidad){
experimentos <- NULL
for(iin l:cantidad){
experimentos <- c(experimentos, experimento_CARTA("A"))

}

return(sort(experimentos))

}

func_experimentos(100) # ejermplo

## [111111111111222222222223333

## [26] 3344455555555666666667777

## [51] 78888888 891011111111111111111212131313 14

## [76]1415151618 18 18 19 21 21 22 22 22 26 26 30 31 33 36 36 37 41 41 50 51

Generacion de Numeros Pseudo-Aleatorios mediante transformaciones

matematicas de la funcion de distribucion de la masa de probabilidad binomial

negativa 2

Ahora se utiliza una funcién personalizada llamada graficos, la cual tiene como
argumento “cantidad”, el cual se refiere a cantidad de observaciones. Lo que esta
funcién realiza es crear dos graficos: Al lado izquierdo, aparece el histograma que
resulta del ejercicio préctico realizado en el apartado anterior. Al lado derecho, se
crea un histograma con la funcién rnbinom, que es la funcién de R que permite
generar nimeros aleatorios que siguen determinadas caracteristicas. Los

argumentos de rnbinom son aquellos que caracterizan a la distribucién obtenida a



partir del ejercicio practico: mismo promedio, mismo ntimero de observaciones y
misma cantidad de éxitos. Los ejemplos muestran que los gréficos son muy

similares, de modo tal que se confirma la teoria con la practica.

graficos <- function(cantidad){
par(mfrow = ¢(1,2))
grafico <- func_experimentos(cantidad)
hist(grafico, col = "blue", main = "Experimento practico",
xlab = "Cantidad de experimentos", ylab = "Frecuencia")
x1 <- rnbinom(cantidad, mu = mean(grafico), size = 1)
hist(x1, col = "green", main = "Distribucién tedrica", xlab = "Cantidad de

experimentos', ylab = "Frecuencia")

}

Comparacion Grafica de ambos Generadores de Numeros Pseudo-Aleatorios

graficos(50) # ejemplo
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graficos(100) # ejemplo
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graficos(150) # ejemplo
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graficos(200) # ejemplo
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Finalmente, si el lector desea utilizar el programa informético Python y contrastar
el mismo ejemplo hecho ahi (diferente al presentado aqui) con R, puede consultar

(DexLab, 2020).



IV. ANEXOS
IV.I. Algunos Comentarios Sobre la Familia: Distribucion Binomial Negativa
En la imagen presentada a continuacién se muestran algunos de los miembros de

esta populosa familia de distribuciones de masa de probabilidad.

IV.I. I. Algunas Relaciones Entre la Familia de Familias: Distribuciones Binomiales
Negativas
Figura 15

5.1 TUnivariate distributions — tool coverage and code names

5.1.1 Tool coverage — discrete distributions

ProbOnto Parame- UncertML. BUGS Monolix NONMEM STAN
25 -ters 3.0 1.4 4.3 7.3 2.10.0

Negative Binomial 1 r.p v
Negative Binomial 2 AT
Negative Binomial 3 TN ¥
Negative Binomial 4 r.p v
Negative Binomial 5 a, 3 ¥
Negative Binomial 6 1, ¢ ¥

» - Relationship pair: ConwayMarwell Poissonl(A,v) — Negative Binomiall(r, p)
- Relationship type: Transformation
- Relationship definition: For v =0 and A < 1 the sum of Conway-Maxwell-Poisson distributed variables
reduces to the sum of geometric variables, which follows a Negative Binomial distribution with parameters
nand 1 — A

» Relationships

- Relationship pair: Negative Binomial2(A, 7) — Negative Binomiald(a, 3)
- Relationship type: Reparameterisation
- Relationship definition: @ = 1/7, 8 =1/(7A)
- Relationship reference(s): ProbhOnto spec
s - Relationship pair: Negative Binomial2(A, 7) — NegativeBinomiald(r, p)
- Relationship type: Reparameterisation
- Relationship definition: r = 1/7,p = %
- Relationship reference(s): ProbhOnto spec
|[Cameron and Trivedi, 2013]

x» - Relationship pair: Negative Binomial2(A,7) = Negative Binomial3(p, ¢)

Fuente: Elaboracion propia con base en (Swat, Grenon, & Wimalaratne, 2017, pags.

43, 86,197).

La figura anterior contiene tnicamente 6 miembros de la familia (como se dijo en el

cuerpo de esta investigacion, algunos autores sostienen que son 13, otros que son



mas) y algunas de sus relaciones con los demas tipos de distribuciones. Esto puede

ampliarse con mayor detalle en las fuentes referidas.

Finalmente, es fundamental expresar en un parrafo la relacion de la familia de
distribuciones binomial negativa 1 con la familia de densidades geométricas, asi
como su propiedad de ausencia de memoria, la cual es deseable en algunos campos

de la investigacion cientifica:

“The geometric family of densities is a subset of the family of negative binomial
densities defined by setting r = 1. Thus, the geometric density is appropriate for
assigning probability to events relating to how many Bernoulli trials are necessary
to get the first outcome of type A. The geometric density function has a unique
property in that it is the only discrete density for a nonnegative integer-valued
random variable for which P[(x > i + j|x > i)] = P[x > j] Vi,j € {0,1,2,...}. This
conditional probability property is referred to as the memoryless property,
meaning that in any experiment characterized by the geometric density, if the
experiment has already resulted in i trials without a type A outcome, the
experiment has “no memory” of this fact, since the probability that more than j
trials will be needed to obtain the first type A outcome is precisely the same as if
the first i trials had never occurred. The proof that the geometric density has this
property is left to the reader. The reader may wish to consult V.K. Rohatgi, (1976),
An Introduction to Probability Theory and Mathematical Statistics, New York: John
Wiley, p. 191, for a proof that the geometric density is the only density for
nonnegative integer-valued random variables that has this property.”

(Mittelhammer, 2013, pag. 182).

IV.I. II. La Distribucion Binomial Negativa I

Como se vio anteriormente, la NB2 es la forma funcional de la familia de
distribuciones binomiales negativas que permite analizarse en términos de
modelos jerarquicos de tipo mixtura de distribuciones de probabilidad, que fue el

enfoque central de esta investigacion, que es una relacion dialéctica mediata.



Bajo este enfoque no qued¢ explicita, completamente tangible, su vinculacién con
la distribucién binomial positiva, precisamente porque era un andlisis mediato®.
La distribucion binomial negativa 1 posee relaciones inmediatas con la distribucién
binomial positiva y por ello puede facilitar la comprensién de los vinculos entre

ambas familias de distribuciones de probabilidad.

Segun (Mittelhammer, 2013, pag. 181), lo que puede corroborarse en (Wackerly,
Mendelhall III, & Scheaffer, 2010, pags. 121-122) con otra simbologia y con el
coeficiente binomial que le corresponde en su forma compacta, la forma funcional

de la NB1 se define de la siguiente manera:

— (x_l)' T X=T1 d —
flx|r,p) = K(r—l)!(x—r)!)p 1-p) l, paratodox =r,r+1,r+2,..

(30
0, en otro caso

Asi, (30) es la forma funcional de la NB1 y los parametros individualmente

analizados poseen el mismo significado que para el caso de la NB2. El significado

de que x se defina en términos de r se explicara durante la exposiciéon de un caso

aplicado simple.

La distribucion NB1 posee una relaciéon dialéctica inmediata con la distribucién
binomial positiva, por lo que sus vinculos, aunque no mas profundos, pueden

resultar més visibles para tal o cual investigador.

Como se sefiala en (Mittelhammer, 2013), la NB1 se puede utilizar para construir
un espacio de probabilidad disefiado en vistas de un experimento que consta de
n — ésimas repeticiones independientes de un experimento dado del tipo de
Bernoulli (ensayos de Bernoulli) al igual que en el caso de la densidad binomial
positiva 1, excepto que la informacién que se desea conocer ahora es cuantos

ensayos de Bernoulli son necesarios para obtener r resultados de un tipo

4 Este es el nombre dado a la distribucién binomial ordinaria en (Greenwood & Yule, 1920, pag.
274).



particular, digamos, del tipo A (por ejemplo, ;cuantos ensayos de Bernoulli son
necesarios para obtener r éxitos, fallos o colas?). Al comparar la densidad binomial
positiva 1 con la densidad binomial negativa 1, observe que los roles del niimero de
ensayos de Bernoulli y el niimero de éxitos se invierten con respecto a cudl es la
variable aleatoria y cudl es el pardmetro. Para la densidad binomial negativa 1, el
valor de x representa el niimero de ensayos de Bernoulli necesarios para obtener r
resultados de tipo A% %7, mientras que para la “densidad” binomial negativa 2 la
definiciéon de x se restringe para el ntimero de eventos/ocurrencias no deseadas o

fracasos. Asi, queda en evidencia su nexo con la distribucién binomial positiva?s.
Un Simple Caso de Aplicacion®

Un estudio geoldgico indica que un pozo petrolero de exploraciéon perforado en
una region particular debe producir petréleo con probabilidad de 0.2. El
investigador desea encontrar la probabilidad de que el tercer descubrimiento de

petrdleo llegue en el quinto pozo perforado.

Suponiendo que las perforaciones independientes y la probabilidad de éxito en
cada una de ellas es p = 0.2, es decir, de descubrir petréleo en cualquiera de los
pozos, puede denotarse con Y el ntimero del intento en el que ocurre el tercer
descubrimiento de petréleo. Ademas, supdngase que se ha hecho el estudio
necesario y suficiente que verifica que el fenémeno estudiado en su version

probabilistica se comporta de forma binomial negatival conp = 0.2, r =3y y = 5.

4 En donde A no es una variable ni un parametro, sino la cualidad o conjunto de cualidades de los
r — ésimos resultados que los hacen deseables (ser considerados como éxitos) para el investigador.
47 La légica bajo la cual Mittelhammer llama densidades a las masas de probabilidad consiste en
concebir a las masas de probabilidad en una forma més general, i.e., viéndolas como si fuesen
densidades de probabilidad con caracteristicas particulares que las hacen discontinuas en
determinados puntos. Por supuesto, lo ideal es mantener la distincién entre masas y densidades.
48 Como el lector puede verificar en (Swat, Grenon, & Wimalaratne, 2017, pag. 43), siendo
rigurosamente técnicos y retomando (Greenwood & Yule, 1920, pag. 274), la distribucién binomial
comunmente conocida no deberia llamarse solamente distribucién binomial positiva, sino
distribucién binomial positiva 1.

4 Tomado de (Wackerly, Mendelhall III, & Scheaffer, 2010, pags. 122-123). Ahi el lector notara que
en lugar de 1 — p aparece g, sin embargo, son perfectamente equivalentes.



Dado lo anterior, es posible escribir (30) sustituyendo los valores definidos:

(5-1)!
(3=1D!(5-23)!

fylr,p) = £(5|3,0.2) = K )(0.2)2(0.8)5‘3l = 0.307

Si se desea verificar el procedimiento anterior en paquete estadistico R, el lector
puede utilizar la misma sintaxis que para el caso de la NB2 para el caso de la NB2,
sustituyendo y por y, — 1, es decir, agregando simplemente la siguiente
modificacién: dnbinom(y, — 1, 3, 0.2), lo cual obedece a que en (30) se defini6 en
términos dey = r,r + 1,7 + 2, ..,,. Para lo referente a mayores niveles de
caracterizacion de la distribucién, por ejemplo, la estimacién de sus momentos, el

lector puede consultar la bibliografia de esta investigacion.

Finalmente, en la figura presentada a continuacién se resume lo planteado en el

péarrafo anterior:

Figura 16

Binomial:

= Fixed number of trials (n)
= Fixed probability of success (p)
* Random variable is X = Number of successes.

e Possiblevaluesare 0 =X =n
MNegative Binomial:

o Fixed number of successes (r)
= Fixed probability of success (p)
= Random variable is Y = Number of trials until the rth success.

& Possible valuesarer= Y

Fuente: (Stack Exchange, 2020).



IV.II. Algunos Comentarios Sobre Probabilidad Total, Probabilidad Inversa y Bayesianismo
Objetivo

IV.II. 1. Probabilidad Total

Como puede verificarse en (Loughborough University, 2008, pag. 2), la
probabilidad total consiste, en esencia, en “a partition is a collection of non-empty,
non-overlapping subsets of a sample space whose union is the sample space
itself.”50 En lugar de una demostracién formal, se expondra la intuicion geométrica

que expresa esa demostracion en las figuras presentadas a continuacién:

Figura 17

Ay

Fuente: (Loughborough University, 2008, pag. 2).

Figura 18

Figure 2.2 The inter-
sections of A with events
By...., Bs of a partition in
the proof of Theorem 2.1.4.

Fuente: (DeGroot & Schervish, 2012, pag. 60)

%0 Las diferentes notaciones en que esto puede expresarse se localizan tanto en la fuente en cuestién,
como en (DeGroot & Schervish, 2012, pag. 60), (Mittelhammer, 2013, pag. 30), (Feller, 1968, pag. 22),
aunque en este tltimo se encuentra en los mismos términos que en (Loughborough University,
2008, pag. 2), en un sentido mds topoldgico (aunque con mayor rigurosidad légico-formal que en la
universidad citada).



Del teorema de la probabilidad total se desprende la formulacién no bayesiana de

la probabilidad condicional:

Pr(A4|B) = %Q)B),siempre que P(B) > 0 3D

La identidad (31) expresa la probabilidad condicional de A dado B, mientras que la
siguiente identidad expresa la probabilidad condicional de B dado A:

Pr(BNA) Pr(BNA)

PrBlA) = =5 By = Thrd)

,siempre que P(A) > 0 (32)

Por lo anteriormente realizado, puede verse que la aritmética es rigurosamente
clara respecto a la equivalencia de los numeradores en (31), por lo que es posible
re-escribir (30) sustituyendo su numerador por el numerador Pr(B N 4) de (31),
conociendo de antemano su rigurosa validez matematica por la misma
demostracion l6gico-formal del teorema localizada en (DeGroot & Schervish, 2012,

pag. 77). Con ello, se arribaria a:

Pr(B|A)Pr(A) ]
Pr(B|A) = W’ siempre que Pr(A),Pr(B) > 0, (33)

El lector debe notar que (33) es equivalente a (7). La novedad del teorema de Bayes
es que conecta explicitamente las probabilidades de ocurrencia de dos fenémenos
diferentes y por ello ahora no sélo el denominador debe ser estrictamente positivo,
sino también Pr(4). El lector seguramente se preguntara en términos intuitivos
(acaso no siempre fue asi?, la respuesta es si y no. Intuitivamente hablando si, sin
embargo, aunque en el disefio de un instrumento matematico la intuicion juega el
papel fundamental (es la inspiracion, fuente de construccién conceptual del
instrumento, etc.), al momento de la construccion del instrumento como tal esta
pasa a ser sometida a la Logica Formal, que entre mas se generaliza a si misma y en

si misma (como sistema axiomaético y en sus construcciones individuales) suprime



progresivamente las intuiciones que la generaron®!, lo que ocasiona que los
vinculos de la realidad con el instrumento que de su estudio (el de la realidad) se
gener y cuyo cardcter no es inmediato5? se desdibujen formalmente y es ahi donde
entra a jugar su papel clasico la Filosofia, aqui se hace referencia a la Filosofia
Marxista, la anica filosofia cientifica que existe53. Sin embargo, al desdibujarse tales
intuiciones, también puede ocurrir que se modifique la capacidad del instrumento
(ahora generalizado) para extraer de su uso las conclusiones originalmente

deseadas®* o puede ocurrir que inmediatamente se formalice una intuicién esta se

51 Aqui ocurren diferentes y distintas cuestiones que no se tratardn a profundidad porque en si
mismas exigirian una investigacién orientada a ellas (mucho mas profundas que esta) y se
desdibujaria la linea entre la Filosofia y la Filosofia de la Estadistica; justificar ello en contexto de la
presente investigacién demanda maés recursos que los actualmente disponibles. Sin embargo, el
ndcleo de esta cuestién puede encontrarse estudiando los siguientes momentos histéricos: 1) la
polémica entorno a la teoria de conjuntos de Cantor cuando aparecio, 2) La aparicién del Axioma
de Eleccion de Zermelo y la reaccién de los matematicos y filésofos de la época, 3) la Controversia
Brouwer-Hilbert, 4) la obra de Errett Bishop, 5) la resenia de una obra de calculo infinitesimal de
espiritu filoséfico formalista que Paul Halmos le encomendé a Bishop.

52 Por ejemplo, la intuicién geométrica de espacios de dimensiones infinitas se encuentra en los
espacios euclidianos publicados en la obra de Euclides en la época de la antigua Grecia, pero
formalmente esas intuiciones han desaparecido si se habla, por ejemplo, de funtores; o bien, si se
habla de espacios en que la métrica no se induce por una norma sino al contrario, etc. Sin embargo,
la intuicion se encuentra ahi, esfuerzos como la presente investigacién buscan llevarla a la
superficie.

53 ”(...) yo no creo en la verdad absoluta del Marxismo en el sentido en que algunas personas creen
en los dogmas religiosos. Yo sdlo creo que esta lo suficientemente cerca de la verdad para hacerlo
digno de apostar mi vida a él en contra de las teorias rivales.” (Haldane, 1945, pag. 257) dijo el
bidlogo marxista hindd que restableciera la seleccién natural como el mecanismo esencial del
cambio evolutivo (explicaAndolo en términos de las consecuencias matemaéticas de la genética
mendeliana) nacido en el dia de Guy Fawkes en 1892; la traduccién ha sido realizada por el autor
de esta investigacion y los datos biograficos fueron tomados de (Wikipedia, 2020).

54 Un ejemplo extremo de esto puede verse cuando Jerzey Neyman y Egon Pearson investigaron en
una forma de generalizar la prueba de hipétesis propuesta por Ronald Fisher, como se verifica en
(Perezgonzalez, 2015, pag. 3). De hecho, es en ese contexto en que aparece con mas fuerza la
necesidad redefinir las creencias racionales de forma mas intuitiva. Es una creencia racional aquella
formada por el ser humano en su faceta investigador (aunque no necesariamente estaran
respaldadas desde el oficialismo cientifico) cuyo fundamento sea la préctica cientifica y que la
l6gica bajo la cual procese su practica cientifica para transformarla en experiencia, en criterio experto,
sea una légica fundamentada en estudios de planteamientos del marco tedrico de la ciencia en
cuestion y de las practicas cientificas suscitadas al interior de ella. El criterio experto y la
informacion historica son elementos fundamentales en el meta-andlisis planteado por Ronald Fisher,
que es ir mucho més all4 de la prueba de hipétesis estandar, como se sefiala en. Esto va acorde
también a lo planteado por (Gigerenzer, 2004, pag. 599), quien al respecto dice “ At issue here is the
importance of good descriptive and exploratory statistics rather than mechanical hypothesis testing
with yes-no answers. Good descriptive statistics (as opposed to figures without error bars, or



desdibuje en su conexién con la realidad que la origind, como parece ser el caso de
las probabilidades condicionales previo al teorema de Bayes. Fue hasta Bayes que
esa intuicion se reflejo en el instrumento con la suficiente claridad para explicitar
las conclusiones que en la actualidad se extraen del mismo, fundamentalmente en
el contexto de prueba de hipétesis, que como sefiala (Russell, 2014) es el interés del
dia a dia en la praxis cientifica®. Son estas conclusiones las que han dado origen a
la cuantiosa y altamente sofisticada familia de métodos estadisticos conocida como

Estadistica Bayesiana.

IV.II. II. Probabilidad Inversa y Bayesianismo Objetivo

En su génesis histdrica, no solo el teorema de Bayes sino también la totalidad de la
obra de Bayes sobre probabilidades nace para abordar lo que se conoce probabilidad
inversa. Como se sefiala en (Wikipedia, 2020), el término probabilidad inversa es el
término designado para la distribucién de probabilidad de una variable no
observada. En la actualidad, al hecho de determinar probabilisticamente una
variable no observada (en un experimento sobre alguna variable observada) se le
llama probabilidad bayesiana, en donde la “distribucién”5¢ de probabilidad de los
datos (o variable aleatoria observada), dada la variable aleatoria no observada, es
(siendo rigurosamente técnicos) la funcién de verosimilitud®’, mientras que la
distribucién de probabilidad de la variable no observada es, dado el conjunto de
datos y la distribucién a priori o prior, la distribucion posterior contenida en el
teorema de Bayes visto en secciones anteriores. En suma, lo que antes era conocido
como probabilidad inversa ahora es lo que se expuso en las secciones previas y se

etiquet6 en ellas como probabilidad condicional en su versién bayesiana,

unclear error bars, and routine aggregate instead of individual analysis, for example) is necessary
and mostly sufficient.”

% Entiéndase esta como la comunién de las teorias cientificas con las practicas cientificas.

% Las comillas obedecen a que no es una distribucién como tal, como se vera a continuacién.

57 Que no es una distribucién de probabilidad sino una transformacion realizada sobre ella para
optimizarla, en donde la optimizacion se suscita, para este caso, como una maximizacién. Lo
anterior es la 16gica fundamental de la familia de métodos que estiman las probabilidades por
maxima verosimilitud y sus derivados mediatos e inmediatos.



denominada también como probabilidad bayesiana, que tiene tanto una
interpretacion objetiva como una subjetiva, sobre lo que hay que decir algunas

cuestiones.

La definicion de un grado racional de creencia debe entenderse como se sefiala a
continuacion: “The objective Bayesian interpretation of probability is the construal of
probabilities in terms of rational degrees of belief, where these rational degrees of
belief are given an objective Bayesian account (...) In sum, rational degree of belief
is relative to evidence and language. Degrees of belief are rational if they are fit-
for-purpose. Plausibly, degrees of belief are rational if and only if they are
determined in the right way from evidence and language, and if in the first place
the agent is rational to grant that evidence and adopt that language (in so far as the
agent has any choice about her evidence and language). Objective Bayesian
epistemology concerns only the former question: the link between evidence and
language on the one hand, and rational degree of belief on the other; it does not
concern choice of evidence or choice of language. Objective Bayesianism is a theory
which holds that the degrees of belief which best fit their purpose are those that are
probabilistic, calibrated with evidence, and otherwise equivocal.” (Williamson,

2010, pags. 9-10).

Ademas, las caracteristicas cualitativas de la probabilidad bayesiana objetiva
(sujetas a la definicién general de probabilidad establecida al comienzo de esta

investigacion) son retomando lo planteado en (Williamson, 2010, pags. 11-12):

1) Objetividad en su sentido filoséfico. “We come to know about probabilities
in various ways: we measure population frequencies, we appeal to
symmetry arguments or scientific theories, we make educated guesses, and
we derive some probabilities from others using the probability calculus. A
philosophical theory of probability should explain how we can use such

techniques to discover probabilities. If the theory rejects some of these



techniques, it should say where they go wrong and why they are apparently
successful.”

Objetividad en su sentido l6gico. “For example, the probability that a
patient’s breast cancer will recur after treatment apparently depends on
features of the cancer, of the treatment, and of the patient. It is not simply a
matter of personal opinion: if two prognostic probabilities differ, at least one
of them must be wrong. A philosophical interpretation of probability
should, if possible, yield a notion of probability that is suitably objective in
this logical sense —otherwise, it is revising rather than faithfully interpreting
probabilistic statements as they occur in these applications.”
Computabilidad en relaciéon con su interpretacion filoséfica. “Probabilities
are manipulated and inferences are drawn from them by means of the
probability calculus. This mathematical apparatus, based on axioms put
forward by Kolmogorov (1933) has by now become well entrenched.
Consequently, a philosophical interpretation of probability should yield a
notion that satisfies the axioms of probability. Otherwise, it is not a theory of
probability —it is a theory of something else.” Por supuesto, el lector no
debe entender que “yield” implica una identidad, puesto esto implicaria
previamente la identidad entre la Filosofia y las Matematicas, lo cual es
evidentemente falso y afortunadamente imposible. Aqui se habla en el
sentido en que (Feller, 1968, pag. 1) plantea de que las intuiciones deben
estar en unidad y relacién con la parte 16gico formal y con sus aplicaciones
(en referencia a la evidencia empirica), aunque evidentemente esta unidad
no es posible que sea 16gico-formal y eso explica en alguna medida el
porqué, como el mismo Feller sefiala en las primeras 3 lineas del prefacio a
la tercera edicion, es decir, en (Feller, 1968, pag. vii), de que fuera de la
Unién Soviética muy pocos matematicos tuviesen un buen concepto de las

Probabilidades como una rama legitima de las Matemaéticas.



4) Capacidad de Interpretacion General. “ A philosophical theory of probability
should be able to cope with this variety —it should account for each use of
probability, or, if some uses are to be viewed as illegitimate, it should say
how such uses should be eliminated in favour of the legitimate uses.
Otherwise, the theory is at best a partial theory, a theory of some of the uses

of probability.”

Para profundizar sobre las variantes epistemoldgicas del Bayesianismo subjetivo,
puede consultarse (Williamson, 2010, pag. 15). Finalmente, si se desea ver una
forma compacta de la forma funcional de las sumas e integrales de las
probabilidades condicionales estudiadas en esta investigacion (con la notaciéon
estandar de los cursos de Calculo universitarios), el lector puede consultar (Greene,

2012, pag. 1070).

IV.IL III. Sobre los Momentos Muestrales de la Distribucion Binomial Negativa I1
Como se observa en (Cohen & Cohen, 2008, pag. 166), para la estimacién de los
primeros dos momentos muestrales de la NB2 se debe expresar esta de forma mas

general:

P(X=x)=(1+%)

—kF(k+x)( m )x

x!'T'(k) \m+k (34)

En la identidad (34), I'(a) es la denominada funcién gamma. Esta funcién es definida

mediante:
0
j e *x%1dx
0

Mientras que para el caso discreto se define mediante:
'n)=(n—-1)!
Asi, es posible estimar los momentos muestrales estimando m y k, puesto que:

Primer Momento Muestral (Nombre: Media Aritmética Muestral)



m=X

Sequndo Momento Muestral (Nombre: Varianza Muestral)

P X
T s2-X
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