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L GENERALIDADES CONCEPTUALES Y MATEMATICAS DEL PCA
Segun (Adler, 2012, pag. 96), “Los objetos en R pueden tener muchas propiedades
asociadas a ellos, llamadas atributos. Estas propiedades explican qué representa un
objeto y como debe ser interpretado por R. Con mucha frecuencia, la tinica

diferencia entre dos objetos similares es que tienen atributos diferentes.”

Asi, los atributos o variables de un conjunto de datos son las propiedades que lo
caracterizan cualitativamente, mientras que los datos que tales variables contienen
lo caracterizan cuantitativamente. Es en este sentido que se habla del concepto de
dimensionalidad, el cual es utilizado para expresar la cardinalidad o medida del
conjunto de atributos que caracterizan cualitativamente tal o cual conjunto de
datos. El concepto de dimensionalidad intrinseca cristaliza la nocién del namero
minimo de variables necesarias para caracterizar cualitativamente y

cuantitativamente un determinado conjunto de datos.



La reduccion de dimensionalidad es un proceso que tiene como objetivo encontrar,
dado el conjunto original de atributos o variables de un conjunto de datos, el
minimo subconjunto de tal conjunto de variables necesario para caracterizar de
manera Optima cualitativa y cuantitativamente el conjunto de datos estudiado, lo
cual pertenece a los dominios de la Optimizacién Combinatoria. En la busqueda de
reducir la dimensionalidad de un conjunto de datos surge el problema de la

maldicion de la dimensionalidad.

Este término acufiado por Richard Bellman en 1957 consiste, segtin sus propias
palabras en que: “Sin embargo, hay algunos detalles a considerar. En primer lugar,
la solucién analitica eficaz de un gran nimero de ecuaciones incluso simples como,
por ejemplo, ecuaciones lineales, es un asunto dificil. Bajar la mirada incluso con
una solucién computacional suele tener una serie de dificultades de naturaleza
tanto burda como sutil. En consecuencia, la determinacion de este maximo
definitivamente no es rutinaria cuando el nimero de es grande. Todo esto puede

subsumirse bajo el titulo “la maldicion de la dimensionalidad.” (Bellman, 1972,
pag. ix).

Intuitivamente, como se sefiala en (Wikipedia, 2020), esta categoria conceptualiza
el hecho de que el comtin denominador de estos problemas radica en que cuando
aumenta la dimensionalidad del conjunto de datos, el volumen del espacio
(entendido como la estructura matematica conocida como espacio muestral)
aumenta tan rapido que los datos disponibles se vuelven escasos. Esta escasez es
problematica para cualquier método que requiera significacion estadistica. Para
obtener un resultado estadisticamente sélido y confiable, la cantidad de datos necesarios
para respaldar el resultado a menudo aumenta exponencialmente con la dimensionalidad.
Ademas, la organizacion y la basqueda de datos a menudo se basan en la
deteccién de dreas donde los objetos forman grupos con propiedades similares; sin

embargo, en datos de alta dimension, todos los objetos parecen ser escasos y



diferentes en muchos aspectos, lo que impide que las estrategias comunes de

organizacion de datos sean eficientes.

Es en el escenario antes descrito que el célebre estadistico marxista Karl Pearson
planted, en (Pearson, 1901), una metodologia estadistica que empleaba la técnica
matematica de encontrar “la recta de mejor ajuste”, es decir, aquella ecuacion de la
recta que minimice la suma de las distancias entre cada observacién (o punto x,) y
su respectiva proyeccion a esa dicha recta, en donde las distancias se asumen como

ortogonales a la recta en cuestion, tal como se presenta a continuacion.

Fuente: (Pearson, 1901, pag. 560).

Esta metodologia estadistica es actualmente conocida en el contexto del
Aprendizaje Automatico como Anilisis de Componentes Principales (PCA, por su
nombre en inglés). Como se sefiala en (Jollife, 2002, pag. 1), la idea central del

andlisis de componentes principales, desde la perspectiva de la Ciencia de Datos,



es reducir la dimensionalidad de un conjunto de datos que posee un gran niimero
de variables interrelacionadas logrando retener tanto como sea posible la
variabilidad actualmente presente en el conjunto de datos estudiado, puesto que
esto implica que la distribucion de tal conjunto de datos dentro del espacio
muestral tras realizar la transformacion ortogonal serd isométricamente

equivalente a la distribucién del conjunto de datos original.

Asi, supéngase que x es un vector compuesto por p variables aleatorias y que tanto
la varianza de las p variables aleatorias como también la estructura de las
covarianzas o correlaciones entre las p variables son de interés en una
investigacion. Salvo que p sea pequefio (pocas variables) o que la estructura de las

correlaciones sea muy simple, no serd de mucha utilidad simplemente considerar

: 1 . :
las p varianzas y todas las 5 p(p — 1) correlaciones o covarianzas.

Un enfoque alternativo para superar este problema es el propuesto por Pearson,
que desde lo planteado anteriormente consiste en buscar un subconjunto de
variables derivadas del conjunto de variables original (cuya cardinalidad seré
estrictamente menor a la del original) que preserve la mayor parte de informacion
dadas tales varianzas y correlaciones o covarianzas. Né6tese que en (Jollife, 2002,
pag. 1) al hablar de “la mayor parte de informacién” no se esta hablando
Unicamente de una preservacion cuantitativa, sino y dado que lo anterior se realiza
mediante optimizacién combinatoria de forma analitica e iterativamente a nivel
computacional-informatico, se estd hablando también de una preservacion
cualitativa, lo que implica que la metodologia planteada por Pearson, sea que se
ejecute analitica o numéricamente, cristaliza la nocioén de preservar “la informacion

esencial”.

Aunque el PCA no ignora las covarianzas y correlaciones, se enfoca en las
varianzas. El primer paso de esta metodologia estadistica es encontrar una funcién

lineal «¢; x de elementos x que tengan varianza méaxima, en donde «; es un vector



de p constantes «;;, X5, ..., Xy, y ' denota una transposicién (en el sentido del

Algebra Lineal), tal que:

X X =Kqq Xg +Xqp Xy + 000 +Kqp Xy = Z Xqj Xj
j=1

El segundo paso es buscar una funcién lineal «; x no correlacionada con o} x
siendo de varianza maxima y asi sucesivamente en los k — ésimos pasos siguientes
hasta encontrar una funcioén lineal «j, x con varianza maxima sujeta a la restriccién
de estar no-correlacionada con & x, X5 X, ..., X}_; x. La k — ésima variable
derivada del conjunto de datos original, i.e., <, x, es el k — ésimo componente
principal. Asi, como sefiala (Adler, 2012, pag. 357), “El andlisis de componentes
principales divide un conjunto de variables (posibles correlacionadas) en un

conjunto de variables no correlacionadas.”

Lo anterior puede explicarse con un ejemplo en un espacio de dos dimensiones

tomado de (Starmer, 2018).

II.  INTUICION GEOMETRICA Y MARCO CONCEPTUAL DEL PCA
Supoéngase que se esta estudiando la transcripcion genética! de dos genes en un
conjunto de seis ratones y que se dispone de tal informacién en el cuadro

presentado a continuacion.

1“La transcripcién del ADN es el primer proceso de la expresion genética, mediante el cual se
transfiere la informacién contenida en la secuencia del ADN hacia la secuencia de proteina
utilizando diversos ARN como intermediarios. Durante la transcripcién genética, las secuencias de
ADN son copiadas a ARN mediante una enzima llamada ARN polimerasa (ARNp) la cual sintetiza
un ARN mensajero que mantiene la informacién de la secuencia del ADN. De esta manera, la
transcripcién del ADN también podria llamarse sintesis del ARN mensajero.” (Wikipedia, 2021).
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Fuente: (Starmer, 2018).

Con los valores promedio de la transcripciéon genética es posible calcular el centro

de la distribucién del conjunto de datos, tal como se muestra a continuacion.



With the average
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Fuente: (Starmer, 2018).

Asi, es posible realizar transformaciones? sobre el conjunto de datos para situar en
el centro de su distribucion el origen, que para el caso bidimensional es el punto
(0,0), sin afectar la posicion relativa de las observaciones dentro de la estructura

espacial conocida como distribucion del conjunto de datos.

2 Como se verifica en (Weisstein, Transformation, 2021), una transformacién T (i.e., un mapa, una
funcién) sobre un dominio D toma elementos X € D y los transforma (mediante operaciones
matematicas) en elementos Y € D, en donde el rango (i.e., la imagen) de T es definida como
Rango(T) = T(D) = {T(X) : X € D}. Los tipos de transformaciones geométricas existentes son
resumidas en el siguiente cuadro:

Transformation Characterization

dilation center of dilation, scale decrease factor
expansion center of expansion, scale increase factor
reflection mirror line or plane

rotation center of rotation, rotation angle

shear invariant line and shear factor

stretch (1-way)  invariant line and scale factor
stretch (2-way)  invariant lines and scale factors

translation displacement vector

Fuente: (Weisstein, Transformation, 2021).



Que no se altere la posicion relativa de los objetos que conforman una determinada
estructura implica que su topologia se conserva, i.e., existe una funciéon isomorfica
que relaciona ambas estructuras o, dicho de otra forma, existe un isomorfismo que
relaciona ambas estructuras. La existencia de una funcién isomorfica que relaciona
estas estructuras implica que entre la estructura algebraica original y la nueva
estructura algebraica existe una funcién biyectiva (que establece una relacién uno-
a-uno entre los elementos de ambas estructuras) que transforma una estructura en
la otra preservando las operaciones definidas con antelacion dentro de la
estructura original (sean estas cuales sean) y, ademads, que es posible encontrar
para estas estructuras (la original y la nueva resultante de la transformacion) sus
respectivas estructuras inversas (que es una generalizacion del simple concepto

algebraico de inverso multiplicativo).

Gene 2

NOTE: Shifting the data did not
change how the data points are
positioned relative to each
other.

Now we’ll shift the data so
that the center is on top of
the origin (0,0) in the graph.

>

Gene 1

Sor

Fuente: (Starmer, 2018).

Al conservarse la topologia de las estructuras se conserva también, puesto que se
estan estudiando espacios normados (espacios vectoriales que tienen una norma -

una funcién que mide la longitud entre objetos-), la norma dentro de dicha



estructura. Finalmente, al conservarse la norma, puesto que esto ocurre en el
contexto de los espacios euclidianos (y en los espacios de Hilbert, que son su
generalizacion), espacios para los cuales la métrica es inducida por una norma,
también se conserva la métrica. Asi, en el contexto del Algebra Lineal, una
isometria (preservacion de la métrica -funcion que sirve para medir distancias
dentro del espacio-) implica un isomorfismo, puesto que una isometria es un
isomorfismo en el contexto de espacios métricos, como se verifica en (Stack

Exchange, 2015) y (Wikipedia, 2021)3.

Gene 2

This point is still the
highest one...

x I

Gene 1

...and this is still the %ﬂr
rightmost point (etc.) ey

3 Como se sefala en (Wikipedia, 2020), en el siglo XX se ha precisado en matematicas la nocién
intuitiva de estructura, siguiendo la concepcién de Aristételes de la materia y la forma, segtn la
cual cada estructura es un conjunto X dotado de ciertas operaciones (como la suma o el producto) o
de ciertas relaciones (como una ordenacién) o ciertos subconjuntos (como en el caso de la
topologia), etc. En este caso, el conjunto X es la materia y las operaciones, relaciones, etc., en él
definidas, son la forma. La concepcién de Platén, filoséficamente equivocada, de que la forma es lo
que importa, se recoge en Matematicas con el concepto de isomorfismo. Debido a lo anterior, los
isomorfismos son estructuras matematicas que no estan sujetas a una clasificacién en concreto
(como resultado de su equivalencia), lo que se conoce en esta ciencia como que las estructuras
matematicas deben clasificarse salvo isomorfismos, que no denota excepcién o exclusioén, sino
inclusién o equivalencia. Lo anterior implica, en otras palabras, que como pueden pertenecer a
cualquier clasificacién, no pertenecen a ninguna en concreto.



Fuente: (Starmer, 2018).

Asi, ahora que el conjunto de datos esta centrado en el origen, prosigue ajustar una
recta (la que proporcione el mejor ajuste, la cual puede ser cualquiera -en concreto,
su forma matematica dependera del conjunto de datos del que se trate-) que corte

el espacio (partiendo del origen) en dos partes, tal como se muestra a continuacién.
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Now that the data are -
centered on the origin, we

can try to fit a line to it.

To do this...

...we start by drawing a
random line that goes

through the origin... \ ::

[
F e
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Sor

Fuente: (Starmer, 2018).

Para cuantificar cudn bueno es el ajuste de un conjunto de datos a una recta, la
metodologia PCA realiza proyecciones ortogonales. Como se verifica en (MIT,
2021, pag. 1), una proyeccion es una transformacion lineal (loc. cit.) en la que no se
emplean coordenadas matriciales a nivel puramente matematico, sin embargo,

algo distinto ocurre cuando se requiere su estimacién empirica-computacional.



...then we rotate the line until
it fits the data as well is it
can, given that it has to go
through the origin.

Ultimately, this line fits
best...

Gene 2

Fuente: (Starmer, 2018).

Como se sefiala en (Weisstein, Projection, 2021), una proyeccion toma el siguiente

aspecto geométrico a nivel de dos dimensiones.

Fuente: (Weisstein, Projection, 2021).



Como sefiala (Weisstein, Projection, 2021), una proyeccién es la transformacién de
puntos y lineas en un plano en otro plano conectando los puntos correspondientes
en los dos planos con lineas paralelas. La rama de la geometria que se ocupa de las
propiedades e invariantes de las figuras geométricas proyectadas se denomina

geometria proyectiva, descubierta por el gran matematico ruso Nikoldi Lobachevski.

1. To quantify how good this
line fits the data, PCA Gen_e 2

roiects the data onto it - 2. ... and then it can either
proj measure the distances from the

data to the line and try to find

3. ...or it can try to find the the line that minimizes those
line that maximizes the : distances...

distances from the :

projected points to the
origin.

_______
.......

.......
.......
LT

Fuente: (Starmer, 2018).

Que una proyeccion sea ortogonal significa que las lineas paralelas que conectan
los puntos con sus proyecciones son perpendiculares (forman un dngulo de 90
grados) a la recta a la cual se estan ajustando los puntos. Respecto a la equivalencia
planteada en la imagen anterior respecto a los puntos de partida 2 (minimizar) y 3
(maximizar), en el escenario 2 el proceso de optimizacion se esta realizando de
forma analitica (mediante el proceso de optimizacién matematica antes descrito),
mientras que en el escenario 3 se esta realizando de forma iterativa a través de

métodos numéricos.
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Fuente: (Starmer, 2018).

En relacién a la estructura que en conjunto forman cada una de las observaciones
(o puntos de datos), cada observacion o punto esta fijo y, por consiguiente, su
distancia al origen sera también fija. Esto significa, como ya se vio, que la distancia
de un punto al origen no cambia cuando la linea punteada roja de las imagenes
anteriores (que representa la recta a la cual se desean ajustar las observaciones
mediante transformaciones ortogonales) sufre alguna transformacion, en este caso
una rotacién. Asi, cuando se proyecta el punto hacia la recta de mejor ajuste
(asumida como la linea punteada roja) se genera un angulo de 90 grados entre la
recta de mejor ajuste y la recta paralela mediante la cual se hace la proyeccién del
punto a la recta de mejor ajuste en cuestién. Lo anterior se muestra a continuacion
tomando de referencia tinicamente un punto, con la finalidad de facilitar su

comprension.
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...then we can use the
Pythagorean theorem to show
how b and ¢ are inversely

related. That means that if we label the
sides like this...
az=pb?+c?
.t"& _b
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Gene 1

Fuente: (Starmer, 2018).

2. If b gets bigger...

3....then ¢ must get smaller. Gene 2
- aﬂ c?

az=bh?

1. Since a (and thus a2)
doesn’t change...

b2+c?
s b

~_ |/ Qe

Fuente: (Starmer, 2018).
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Fuente: (Dunn, 2021, pag. 342).

Asi, el PCA puede realizarse a través de dos metodologias. La primera es la
metodologia analitica, la cual consiste en minimizar la suma de las distancias entre
cada punto original y su respectiva proyeccién ortogonal a esa misma recta. La
segunda es la metodologia numérica, la cual consiste en construir una recta que
maximice la distancia de los puntos proyectados al origen, como sefiala el genetista
de la Universidad de Carolina del Norte en Chapel Hill. La razén por la que
numéricamente se hace a través de la maximizacién y no de la minimizacién (como
ocurre analiticamente) es porque el costo computacional (sea de computadores
informaticos o de simplemente computar) es inferior si se maximiza la suma de las
distancias al cuadrado desde las observaciones (puntos de datos) proyectadas
hasta el origen en lugar de minimizar las distancias del punto a la recta que le sirve

de proyeccion ortogonal.
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Fuente: (Starmer, 2018).




Gene 2

...and then measures the distance

from this point to the origin (let’s
call it d)... T~ X .

Fuente: (Starmer, 2018).

Y asi se hara con todas las demas distancias (correspondientes a los demés puntos

de datos u observaciones), obteniendo el resultado presentado a continuacion.



1. Now we rotate the line...

...project the data

2. onto the line...

...and then sum up the
squared distances
from the projected

points to the origin...

3.

...and we repeat until we end up

4. \with the line with the largest sum

of squared distances between the
projected points and the origin.

di2 + d22 + d32 + d4? + ds? + de2 = sum of squared distances = SS(distances)

Fuente: (Starmer, 2018).

di2 + d22 + ds? + ds? + ds? + de? = sum of squared distances = SS(distances)

Ultimately, we end up with
this line. It has the largest
SS(distances).

v
----
a®

Fuente: (Starmer, 2018).



El procedimiento, descrito en términos de su intuicién geométrica en las cinco
imagenes anteriores, es el correspondiente a la metodologia numérica. La linea roja
que contiene la distancia mas larga es conocida como componente principal 1 (PC1),
en donde a manera de ejemplo, existe una pendiente con un valor de 0.25, lo cual
no es otra cosa que el valor de la derivada evaluada en ese punto, con la
interpretacion tedrica usual de la derivada (sea como pendiente o como tasa de
cambio instantdnea). Esta derivada «;; es de importancia fundamental al describir
la forma en que los puntos de datos se distribuyen en el plano cartesiano, puesto
que en conjunto con los valores concretos que toman las variables x;,
especificamente mediante una combinacion lineal, conforman los PC;, que es
precisamente la metodologia para realizar inferencias sobre la distribucién de las

observaciones dentro del espacio muestral.

Computacionalmente hablando, los PC se encuentran calculando las distancias
mediante la desigualdad de Minkowski (en espacios £,, que son la generalizacion
natural de los espacios euclidianos), mediante la desigualdad Cauchy-
Bunyakovsky-Schwarz en general (aplicable hasta espacios £,) o mediante el
teorema de Pitdgoras en estructuras matemadticas mas simples (puramente

euclidianas), tal como se presenta a continuacion.
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Fuente: (Starmer, 2018).

De lo anterior se desprende que el valor de a es de 4.12 unidades de medicion
(cualesquiera que estas sean). Tras realizar las mediciones anteriores, debe
procederse a calcular el primer componente principal (PC1) a través de la técnica
de descomposicion en valores singulares empleada para calcular desde la metodologia
numérica los componentes principales, en donde tales valores se expresan
matemadticamente como las raices cuadradas de los valores caracteristicos. Lo
anterior expresa, en su forma mas general, realizar un reajuste métrico al conjunto
de relaciones fundamentales (cristalizadas en las funciones que orquestan a los
valores caracteristicos, que expresan a su vez la esencia del sistema) que describen
el fendmeno natural o social de estudio, que tiene por objetivo cuantificar tales

relaciones esenciales con la maxima precision posible.

Después de la explicaciéon anterior conviene regresar a las intuiciones geométricas
expuestas por Josh Starmer, especificamente antes mostrar su exposicién sobre los
valores caracteristicos y los valores singulares en términos de tales intuiciones, es

necesario remitir al lector a la investigaciéon (Nabi, Una Interpretacion



Multidisciplinaria de los Espacios Caracteristicos, Vectores Caracteristicos y
Valores Caracteristicos, 2021) para comprender el significado mas general de los

valores caracteristicos en el contexto de los espacios caracteristicos.

Asi, lo primero que se debe hacer con el punto de dato u observacion estudiada (y
asi para todas las demds observaciones (geométricamente Josh Starmer esté4
trabajando tinicamente con una observacion, pero las acciones ejecutadas sobre esa
observacion deben ser igualmente ejecutadas sobre las n — 1 observaciones
restantes) es re-escalarla, especificamente estandarizarla. Como se verifica en
(Nabi, ;Por qué se realiza un ajuste por re-escalamiento, normalizacién o
estandarizacion sobre los datos en el contexto del aprendizaje automatico?, 2021),
estandarizar implica transformar una variable de tal forma que su comportamiento
estocdstico pueda ser modelado por una distribucién normal estandar y, en el
analisis puramente geométrico realizado por Starmer, esto se ejecuta meramente
mediante la divisién de todos los lados del tridngulo rectangulo generado
(implicito en el uso del teorema de Pitagoras) por la hipotenusa de dicho tridngulo
(que en el ejemplo es de 4.12) y asi, la desviacion estandar (que esta expresada en la
hipotenusa del tridngulo en cuestion) sera de longitud unitaria y, al realizar esto
con las n — 1 observaciones restantes, el promedio de los valores estandarizados
serd de cero, distribuyéndose los puntos de datos u observaciones como una

distribucion normal con media nula y varianza unitaria.



412 - [42 412 =J(42+12) Gene 2
4.12 4.12 4.122 T
—J 2 e, 1 All we have to do to
- ( ) ( ) scale the triangle so
4.12 4.12 that the red line is 1
| i< 10 divi
For those of you keeping score, U;Iicr? r;?df b?/ i“.;'ge
here’s the math worked out that 412 T
shows that all we need to do is m
divide all 3 sides by 4.12. i 1
) 4 412 ,
4 Gene 1
412
Fuente: (Starmer, 2018).
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Mix 0.97 parts Gene 1
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Fuente: (Starmer, 2018).
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Fuente: (Starmer, 2018).

Cada distancia estandarizada (cada hipotenusa de longitud unitaria), compuesta
parcialmente por una de las variables que conforman el fenémeno de estudio y
parcialmente por la otra variable de estudio y (asi serd para el caso de n — ésimas
variables de estudio) en las proporciones expuestas por Starmer [que obedecen a
que los valores de la pendiente, la cual expresa las proporciones en que todas las
variables de estudio conforman la estructura del fenémeno de estudio (que son
equivalentes a la derivada en ese punto), han sido divididos entre la hipotenusa
(cuyo valor es de 4.12)] expresa los vectores caracteristicos del espacio muestral
analizado. Asi, el numerador y el denominador de la pendiente o, lo que es lo
mismo, las proporciones en que se interrelacionan cada una de las variables que
componen al fenémeno analizado para generar una observacion de dicho
fenémeno (en este caso las variables son el gen 1y el gen 2), son usualmente
conocidas como puntajes de carga, que pueden entenderse a nivel puramente
estadistico como las ponderaciones de cada variable original al calcular el

componente principal.



di2 + d22 + d3? + ds2? + ds? + de2 = sum of squared distances = SS(distances)

Gene 2
SS(distances for PC1) = Eigenvalue for PC1 ...and the square root of the
Eigenvalue for PC1 is called
J Eigenvalue for PC1 = Singular Value for PC1 the Singular Value for PC1.
”% Gene 1
o
Fuente: (Starmer, 2018).
Gene 2
Because this is only a 2-D
graph, PC2 is simply the line
through the origin that is s
perpendicular to PC1, without —--_.>
any further optimization that has o
to be done. ® ..
: e 1..." . :
e ¥ | Gene 1
o p

Fuente: (Starmer, 2018).




Gene 2

...and this means that the
recipe for PC2 is...

-1 Parts Gene 1

4 Parts Gene 2
LA

14 @ .
: -1 4 e s .
‘... """ Gene 1
O
Fuente: (Starmer, 2018).
Gene 2
If we scale everything so that
we get a unit vector, the recipe
is...
-0.242 Parts Gene 1 %
0.97 Parts Gene 2 s
\ -'. -
@ .
T & |
‘.’ Gene 1
&

Fuente: (Starmer, 2018).

Como el lector seguramente sabrd, en algebra lineal se expresa la independencia

entre dos vectores a través de la nulidad de su producto escalar, lo cual se

representa geométricamente a nivel de dos dimensiones como la condicién de



perpendicularidad entre dos vectores y a nivel de tres dimensiones como la
condicién de ortogonalidad entre dos vectores. Asi, como la caracteristica de no-
correlaciéon (mencionada al inicio de este documento) es precisamente la
caracteristica de independencia lineal entre variables (lo que busca cristalizar la
intuicién de que las variables no tienen relacién siquiera al nivel mdas elemental),
entonces la perpendicularidad entre los vectores que menciona Starmer expresa
tnicamente el segundo paso del proceso iterativo de la metodologia numérica del
PCA para ir encontrar una segunda recta de mejor ajuste, esta vez sujeta a la
restricciéon de no estar correlacionada con la primera recta que se encontroé; y asi

sucesivamente para todos los siguientes pasos.

Gene 2
T This is the Singular

Vector for PC2 or the
Eigenvector for PC2.

If we scale everything so that
we get a unit vector, the recipe
185

-0.242 Parts Gene 1
0.97 Parts Gene 2

These are the Loading
Scores for PC2.

Fuente: (Starmer, 2018).



di2 + d2?2 + d3? + d4? + ds? + de2 = sum of squared distances = SS(distances)

SS(distances for PC2) = Eigenvalue for PC2 |

These are the Loading
Scores for PC2.

0.97 Parts Gene 2

[-0.242 Parts Gene 1

Lastly, the Eigenvalue for PC2 is
the sum of squares of the
distances between the projected
points and the origin.

They tell us that, in terms
of how the values are
projected onto PC2, Gene
2 is 4 times as important

as Gene 1.

Fuente: (Starmer, 2018).

Gene 1



To draw the final PCA plot...
PC2

nnnn

...then we use the projected points
to find where the samples go in
the PCA plot. PC2

Fuente: (Starmer, 2018).



PC2

...S0 Sample 6 goes here.

oK

Fuente: (Starmer, 2018).

2. We can convert them into variation 1. Remember the eigenvalues?
around the origin (0, 0) by dividing by
the sample size minus 1 (i.e. n - 1).

SS(distances for PC1) = Eigenvalue for PC1

PC2
SS(distances for PC1) = Variation for PC1
n-1 SS(distances for PC2) = Eigenvalue for PC2
SS(distances for PC2) = Variation for PC2 :
n-1 o
TS — il PC1
& &

Fuente: (Starmer, 2018).



A Scree Plot is a graphical representation of
the percentages of variation that each
PC accounts for.

% PC2 (17%)

67.5

45

&
55 Q.9 ... e ... PC1 (83%)

PC1 PC2

Fuente: (Starmer, 2018).

Puesto que los valores caracteristicos fueron obtenidos proyectando las
observaciones a cada una de las rectas de mejor ajuste encontradas (con la primera
ronda de optimizacion sin restricciones y con la segunda sujeta a la condicion de
no-correlacion con la primera recta de mejor ajuste), cuyos vectores directores (los
que dan la direccién a la recta) son ni més ni menos que los vectores caracteristicos,
mientras que los valores caracteristicos resumen para cada recta la varianza o
“informacién perdida” tras el ajuste (mediante la proyeccion ortogonal) de cada
una de las observaciones dentro del espacio muestral analizado. Las intuiciones

geomeétricas anteriores se pueden sintetizar en la gréfica presentad a continuacion.



X

Fuente: (Dunn, 2021, pag. 339).

El procedimiento anteriormente, conocido como descomposicion en valores singulares,
no debe confundirse con el procedimiento de descomposicion en eigenvalores que,
aunque guardan similitudes importantes (fundamentalmente en su planteamiento
geométrico), también poseen diferencias fundamentales como lo es su estructura

computacional misma, como se puede verificar en (Dunn, 2021, pags. 353-355)%.

4 Conceptualmente hablando, que es mas importante, sus diferencias son sintetizadas en (Alger,
2013) como sigue:

1) Los vectores en la matriz de auto-descomposicion P no son necesariamente ortogonales,
por lo que el cambio de base no es una simple rotacién. Por otro lado, los vectores en las
matrices U y V en la SVD son ortonormales, por lo que representan rotaciones (y
posiblemente volteos).

2) EnlaSVD, las matrices no diagonales U y V no son necesariamente inversas entre si. Por lo
general, no estan relacionados entre si en absoluto. En la descomposicién propia, las
matrices no diagonales P y P~! son inversas entre si.

3) EnlaSVD, las entradas en la matriz diagonal X son todas reales y no negativas. En la
descomposicion propia, las entradas de D puede ser cualquier nimero complejo: negativo,
positivo, imaginario, lo que sea.

4) La SVD siempre existe para cualquier tipo de matriz rectangular o cuadrada, mientras que
la descomposicion propia solo puede existir para matrices cuadradas, e incluso entre
matrices cuadradas a veces no existe.



III. INTEPRETACION DE LOS RESULTADOS DEL PCA
IIL1. Generalidades
El anélisis de componentes principales puede realizarse con diversos programas
estadisticos, los cuales comprenden R, Python, Minitab, SPSS, entre otros. A
continuacion, se presenta la salida del anélisis de componentes principales
arrojado por el software Minitab en su version 2018, junto con su gréfica de

sedimentacion, con la finalidad de mostrar la manera en que deben interpretarse

los resultados del PCA.

Analisis de componente principal: Ingresos, Educacion, Edad, Residencia, ...

Andlisis de los wvalores y vectores propios de la matriz de correlacidn

Valor propio 3.5476 2.1320 1.8447 @.5315 @.4112 ©.1665 ©.1254 6.8411
Proporcicn 8.443 8.266 ©.131 ©.866 ©.851 ©.821 ©6.816 ©.865
Acumulada 8.443 @8.718 ©.841 ©.997 ©.958 ©8.979 ©.995 1.00@

Vectores propios

Variable PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PCo PCY PCB
Ingresos 2.314 8.145 -8.e76 -8.347 -8.241 8.4%4 B9.918 -08.020
Educacidn 8.237 8.444 -8.481 8.248 8.622 -8.357 8.183 8.857
Edad g2.484 -8.135 -8.e04 -8.212 -8.175 -8.487 -8.657 -8.852
Residencia g.466 -8.277 8.891 8.116 -8.835 -8.885 8.487 -8.862
Empleo 2.459 -8.384 8.122 -8.017 -8.914 -8.923 B8.368 B8.739
Ahorros g.484 8.219 8.366 8.436 8.143 8.568 -8.348 -8.817

Deuda -B.867 -B8.585 -8.878 -8.281 B8.631 8.245 -8.19% -8.875
Tarj Créditoe -8.123 -8.452 -8.468 8.783 -8.195 -8.822 -8.158 0.858

Fuente: (Minitab, 2019).

IILII. Interpretacién de los Valores Caracteristicos

Como se sefiala en la fuente referida, es posible utilizar la magnitud del valor
caracteristico para determinar el niimero de componentes principales. De esto se
desprende el criterio de conservar los vectores caracteristicos con los valores

caracteristicos mas grandes (que son los factores de escala de estos vectores



caracteristicos). Por ejemplo, segun el criterio de Kaiser, se usan solo los

componentes principales con valores propios que son mayores que 1.

ILILI. Criterios para la seleccion de los valores caracteristicos
Sobre tales criterios es necesario mencionar que, segtin (Universitat de Girona,

2002):

“Se han dado diversos criterios para determinar el namero de factores a conservar.
Uno de los mas conocidos y utilizados es el criterio o regla de Kaiser (1960) que
indicarfa lo siguiente: "conservar solamente aquellos factores cuyos valores propios
(eigenvalues) son mayores a la unidad". Este criterio es el que suelen utilizar los
programas estadisticos por defecto. Sin embargo, este criterio es generalmente

inadecuado tendiendo a sobreestimar el nimero de factores.

Otros criterios propuestos han sido, por ejemplo, el Scree-test de Cattell (1966)
consistente en representar en un sistema de ejes los valores que toman los
eigenvalues (ordenadas) y el namero de factor (abscisas). Sobre la grafica
resultante se traza una linea recta base a la altura de los altimos autovalores (los
mas pequerios) y aquellos que queden por encima indicaran el namero de factores

a retener.

Velicer (1976) propone el método MAP (Minimum Average Partial), que implica
calcular el promedio de las correlaciones parciales al cuadrado después de que
cada uno de los componentes ha sido parcializado de las variables originales.
Cuando el promedio de las correlaciones parciales al cuadrado alcanza un minimo
no se extraen mas componentes. Este minimo se alcanza cuando la matriz residual
se acerca mas a una matriz identidad. Un requisito para utilizar esta regla es que
cada uno de los componentes retenidos deben tener al menos dos variables con

pesos altos en ellos.

Bartlett (1950, 1951) propone una prueba estadistica para contrastar la hipotesis

mula de que los restantes p-m autovalores son iguales (siendo p el nimero original



de variables y m el nimero de factores o componentes retenidos). Cada autovalor
es excluido de manera secuencial hasta que no puede ser rechazada la hip6tesis

nula a través de una prueba de Ji-cuadrado.

El Anélisis Paralelo fue sugerido por Horn (1965) quien sefiala que a nivel
poblacional los autovalores de una matriz de correlacines para variables no
correlacionadas tomarian valor 1. Cuando se generan matrices muestrales basadas
en esa matriz poblacional por fluctuaciones debidas al azar los autovalores
excederan levemente de 1y los tltimos estardn ligeramente por debajo de 1. Horn
propone contrastar los autovalores encontrados empiricamente en los datos reales
con los obtenidos a partir de una matriz de variables no correlacionadas basada en
el mismo namero de variables que los datos empiricos y en el mismo tamario de
muestra. Los componentes empiricos con autovalores superiores a los de la matriz

son retenidos.

El método de Razén de Verosimilitud, introducido por Lawley (1940), se trata de
un criterio de bondad de ajuste pensado para la utilizacién del método de
extraccion de méxima verosimilitud, que se distribuye segtin Ji-cuadrado. La 16gica
de este procedimiento es comprobar si el nimero de factores extraido es suficiente

para explicar los coeficientes de correlacién observados.

De todos estos criterios los que parecen haber demostrado un mejor
funcionamiento son el MAP y el Analisis Paralelo, sin embargo, tienen la

desventaja de que no son muy accesibles en la practica.”

IILIII Interpretacion de los Componentes Principales

Los componentes principales son las combinaciones lineales de las variables
originales que explican la varianza en los datos. El namero maximo de
componentes extraidos siempre es igual al nimero de variables (en caso de que la
reduccién de dimensionalidad no mejore la calidad del conjunto de datos). Los
vectores caracteristicos, compuestos por los coeficientes que corresponden a cada

variable, se utilizan para calcular las puntuaciones de los componentes principales.



Los coeficientes indican la ponderacién relativa de cada variable en el componente.
De lo anterior se desprende, puesto que se planteé antes que La k — ésima variable
derivada del conjunto de datos original (i.e., X} x) es el k — ésimo componente
principal, la conclusién de que el componente principal es el producto escalar entre
el espacio caracteristico (que es la matriz conformada por los vectores
caracteristicos) multiplicada por el vector columna que contiene las variables
originales (este vector columna es el que se transpuso y se denoté con el simbolo '

al inicio de este documento).

Entonces todos los componentes y (en total p) se pueden expresar como el producto

de una matriz formada por los autovectores, multiplicada por el vector x que contiene las

variables originales z;,... .z,
v = Ax
donde
51 a1 Gz - Gip Zy
75! , Qa1 Q3 --- Qyp )
vV — . __'—]_ — N =
Yp Gp1 Qp2 -~ dpp Ty

Fuente: (Universidad Carlos III de Madrid, 2006, pag. 10).

or tanto, la interpretacion que debe realizarse, especificamente de la tabla

Por tanto, la int t deb 1 f te de la tabl
numérica generada por Minitab para el caso hipotético aqui presentado, es que el
primer componente principal tiene asociaciones positivas grandes con “Edad”,
“Residencia”, “Empleo” y “Ahorros”. Asi, es posible interpretar este componente
principalmente como una medicién de la estabilidad financiera a largo plazo de un
solicitante. El segundo componente tiene asociaciones negativas grandes con
“Deudas” y “Tarj Crédito”, asi que este componente mide principalmente el
historial crediticio de un solicitante. El tercer componente tiene asociaciones
negativas grandes con “Ingresos”, “Educaciéon” y “Tarj crédito”, asi que este

componente mide principalmente las calificaciones académicas y de ingresos de un

solicitante.



Ademas, en el analisis de las puntuaciones (los elementos al interior de los vectores
caracteristicos) debe recordarse que estas son combinaciones lineales de los datos
que se determinan por los coeficientes de cada componente principal (estos
coeficientes son los vectores columna x; en el que se expresa cada atributo o
variable analizada, como se explic6 dos parrafos atras). Para obtener la puntuacién
de una observacion, se deben sustituir sus valores en la ecuacién lineal del
componente principal. Si se utiliza la matriz de correlacién, se deben estandarizar
las variables para obtener la puntuacién correcta de los componentes cuando se

usa la ecuacion lineal.

Por supuesto, también existen diversos indicadores graficos que deben

considerarse en el estudio estadistico de datos desde el PCA.

IIL.IV. Distancia de Mahalanobis
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Fuente: (Minitab, 2019).

La distancia de Mahalanobis es la distancia entre un punto de los datos y el
centroide de un espacio multivariado (la media general). La distancia de
Mahalanobis es utilizada para identificar valores atipicos. Examinar la distancia de
Mahalanobis es un método multivariado mas potente para detectar valores atipicos
que examinar una variable a la vez, porque la distancia toma en cuenta las
diferentes escalas entre las variables y las correlaciones entre estas. Por ejemplo, en
la gréfica anterior, al considerarse individualmente, ni el valor x ni el valor y del

punto de datos encerrado en un circulo es poco usual. Sin embargo, el punto de



datos no se ajusta a la estructura de correlacion de las dos variables. Por lo tanto, la
distancia de Mahalanobis para este punto es inusualmente grande. Para evaluar si
un valor de distancia es suficientemente grande para que la observacion se

considere un valor atipico, debe utilizarse la gréfica de valores atipicos.

II1.V. Grifica de Sedimentacion (Scree Plot)

Scree Plot of Income, ..., Credit cards

Eigenvalue
G

1 2 3 4 5 & T b
Component Number

Fuente: (Minitab, 2019).

Respecto al grafico de sedimentacion presentado, sefiala (Minitab, 2019) que “(...)
un gréfico de sedimentacién muestra el nimero del componente principal versus
su valor propio correspondiente. La gréfica de sedimentacién ordena los valores
propios desde el mas grande hasta el més pequefio. Los valores propios de la
matriz de correlacion son iguales a las varianzas de los componentes principales.”
Esta grafica debe para seleccionar el nimero de componentes que se usaran con
base en la magnitud (el “tamafio”) de los valores caracteristicos. EI patron ideal es
una curva pronunciada, seguida de una inflexién y luego de una linea recta. Se
deben utilizar los componentes en la curva pronunciada antes del primer punto

que inicia la tendencia de linea.

Asi, en la grafica de sedimentacién anteriormente expuesta, se debe realizar la
siguiente interpretacion: “(...) los valores propios comienzan a formar una linea

recta después del tercer componente principal. Por lo tanto, los componentes



principales restantes explican una proporcién muy pequeia de la variabilidad
(cercana a cero) y probablemente carezcan de importancia.” Ademas de la gréfica

de sedimentacién, el PCA brinda cuatro gréficas mas.

III.VI. Grifica de Puntuaciones

Score Plot of Income, ... Credit cards
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Fuente: (Minitab, 2019).

La gréfica de puntuaciones representa visualmente las puntuaciones del segundo
componente principal versus las puntuaciones del primer componente principal. Si
los dos primeros componentes explican la mayor parte de la varianza en los datos,
es valido utilizar la gréfica de puntuaciones para evaluar la estructura de los datos
y detectar conglomerados, valores atipicos y tendencias. Las agrupaciones de datos
en la grafica pudieran indicar dos o mas distribuciones separadas en los datos. Si
los datos siguen una distribucién normal y no hay valores atipicos presentes, los
puntos estan distribuidos aleatoriamente alrededor de cero. En la grafica de
puntuaciones aqui presentada, el punto en la esquina inferior podria ser un valor

atipico, por lo que se debe investigar dicho punto.



II1.VII. Grifica de Influencias

Loading Plot of Income, ..., Credit cards
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Fuente: (Minitab, 2019).

La gréfica de influencias grafica los coeficientes de cada variable para el primer
componente versus los coeficientes para el segundo componente. La grafica
influencias es utilizada para identificar cudles variables tienen el mayor efecto en
cada componente. Las influencias pueden ir de -1 a 1. Las influencias que se
aproximan a -1 o 1 indican que la variable afecta considerablemente al
componente. Las influencias cercanas a 0 indican que la variable tiene poca
influencia en el componente. Evaluar las influencias también puede ayudar a

caracterizar cada componente en términos de las variables.



II1.VIII. Grifica de Doble Proyeccién

Biplot of Income, ..., Credit cards
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Fuente: (Minitab, 2019).

La gréfica de doble proyeccion sobrepone la grafica de puntuaciones y la grafica de
influencias y es utilizada para evaluar la estructura de los datos y las influencias de
los dos primeros componentes en una grafica. Minitab grafica las puntuaciones del
segundo componente principal versus las puntuaciones del primer componente
principal, asi como las influencias de ambos componentes. La grafica de doble

proyeccion aqui presentada muestra lo siguiente:

e “Edad”, “Residencia”, “Empleo” y “Ahorros” tienen influencias positivas
grandes en el componente 1. Por lo tanto, este componente se centra en la
estabilidad financiera a largo plazo de un solicitante.

e “Deudas” y “Tarj Crédito” tienen influencias negativas grandes en el
componente 2. Por lo tanto, este componente se centra en el historial crediticio
de un solicitante.

e El punto en la esquina inferior derecha podria ser un valor atipico. Se debe

investigar este punto.



IILIX. Grifica de Valores Atipicos

Outlier Plot of Income, ..., Credit cards
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Fuente: (Minitab, 2019).

La grafica de valores atipicos muestra la distancia de Mahalanobis para cada
observacién y una linea de referencia para identificar los valores atipicos. La
distancia de Mahalanobis es la distancia entre cada punto de los datos y el centroide
de un espacio multivariado (la media general). Examinar las distancias de
Mahalanobis es un método mas efectivo para detectar valores atipicos que examinar
una variable a la vez, porque considera las diferentes escalas entre las variables y las
correlaciones entre estas. La grafica de valores atipicos es utilizada para identificar
valores atipicos. Cualquier punto que se encuentre por encima de la linea de

referencia es un valor atipico.

Los valores atipicos pueden afectar significativamente los resultados de su analisis.
Por lo tanto, si se identifica un valor atipico en los datos, debe examinarse la
observacion para determinar por qué se trata de un valor poco comun. Se debe
corregir cualquier error de entrada de datos o de medicion. También puede
considerarse eliminar los datos que estén asociados a causas especiales y repetir el
analisis. En los resultados aqui presentados no hay valores atipicos. Todos los

puntos estan por debajo de la linea de referencia.



II1.X. Algunas Consideraciones Finales

Finalmente, conviene realizar algunas observaciones. Por un lado, debe
especificarse que existen otros métodos para realizar PCA, como por ejemplo el
algoritmo conocido como Minimos Cuadrados Parciales Iterativos No-Lineales
(NIPALS, por sus siglas en inglés); este método, segin (Dunn, 2021, pag. 356), es
“(...) un método secuencial para calcular los componentes principales. El calculo
puede finalizar antes, cuando el usuario considere que se han calculado suficientes
componentes. La mayoria de los paquetes de computadora tienden a usar el
algoritmo NIPALS, ya que tiene dos ventajas principales: maneja los datos faltantes
y calcula los componentes secuencialmente. El propoésito de considerar este
algoritmo aqui es triple: brinda informacion adicional sobre lo que significan las
cargas y las puntuaciones; muestra como cada componente es independiente
(ortogonal a) los otros componentes, y muestra como el algoritmo puede manejar
los datos faltantes. El algoritmo extrae cada componente secuencialmente,
comenzando con el primer componente, la direcciéon de mayor varianza y luego el

segundo componente, y asi sucesivamente.”

Por otro lado, el PCA parece tener alguna relacion con la regresion lineal y, como
se vera a continuacién, esto no es mera apariencia. De lo expuesto por (Pearson,
1901, pag. 560), se verifica que el PCA puede plantearse mateméaticamente de
forma similar que planteamiento de una regresion lineal, especificamente que el
PCA puede plantearse tomando a Y como variable dependiente en el sistema de
puntos con coordenadas (X, Y;,). Asi se constata que su construccién matematica
tiene una l6gica muy similar, lo cual es asi porque el PCA también se realiza
mediante "la recta de mejor ajuste" (al igual que la regresion lineal), con la
diferencia que el PCA asume que las distancias son ortogonales y la regresion
lineal no adopta tal supuesto. Asi, el PCA y la regresion lineal son metodologias
estadisticas que usan rectas de mejor ajuste de diferentes tipos, por los supuestos
implicitos respecto de las distancias. Desde una perspectiva restringida a la Ciencia

de Datos y la Estadistica, la diferencia fundamental entre regresion lineal y PCA es



que la regresion lineal busca la recta que minimice el error de la prediccion
respecto a una variable de respuesta, mientras que el PCA busca la recta que
maximice la variacién entre los puntos proyectados y, de esta forma, minimice la

informacién pérdida.

IV.  INTUICION GEOMETRICA EN R3
Los resultados obtenidos anteriormente pueden generalizarse al escenario de tres
dimensiones, como se verd a continuacion siguiendo con el ejemplo de (Starmer,
2018) basado en la transcripciéon genética suscitada en el estudio de los ratones.
Para el caso tridimensional, se emplearan tres genes y se seguiran analizando seis

ratones. El analisis que de ello debe hacerse es esencialmente el mismo

Mouse Mouse Mouse Mouse Mouse Mouse

1 2 3 4 5 [
Gene 1 10 11 a a 2 i
Gena2 & 4 5 3 2.8 1
Gened 12 9 10 2.5 1.3 2

Fuente: (Starmer, 2018).

Como puede observarse, los ratones 1, 2 y 3 poseen valores de transcripcion

genética para el gen 3 que en un andlisis preliminar indica que estan mas asociados



entre si mismos que con los ratones 4, 5 y 6 (en relacion al gen 3). Esto se aprecia

geométricamente como un agrupamiento en el eje cartesiano que representa al gen

3.

If we measured 3 genes, we

Gene 2

Q9
90—

- Wwould add another axis to the
graph and make it look “3-D" (i.e.
3-dimensional)

Gene 1

Fuente: (Starmer, 2018).

Mouse Mouse Mouse Mouse Mouse Mouse
1 2 3 4 5 6

Gene1 10 1 8 3 2 1

Gene2 6 4 5 3 2.8 1

Gene 3| 12 9 10 25 1.3 2

Fuente: (Starmer, 2018).

The smaller dots have
larger values for Gene
3 and are “further
away”...

Q9 /

Gene 1

Sor



Mouse Mouse Mouse Mouse Mouse Mouse
1 2 2 5 6 ...the larger dots
have smaller values
P 0 18 3 4 ‘ for Gene 3 and are
Gene 2 “closer”.
Gene2 6 4 5 3 2.8 1
Gene3 12 9 10 | 25 13 2 Gene 3
Gene 1

Fuente: (Starmer, 2018).

Asi, lo que se busca es determinar cudl de las variables (en este caso los genes) que
caracterizan a las unidades estadisticas de estudio (en este caso, los ratones) es la
mas valiosa para el agrupamiento (en inglés, clustering) de un determinado
conjunto de datos. Por ejemplo, el PCA podria indicar que el gen 3 es el
responsable de la existencia de tales agrupamientos dentro del espacio muestral (lo
que se expresa en que se visualizan geométricamente como “muestras separadas”

dentro del plano en el que se estan se observan).

Lo anterior es valido incluso en el escenario en que las variables sean mas de tres y

no puedan expresarse en un grafico, tal como se muestra a continuacién.



For example, PCA might tell us
- that Gene 3 is responsible for
separating samples along the x-

Mouse Mouse Mouse Mouse Mouse Mouse

12 @9 |4 |8 6 axis.
Gene1 10 11 8 3 2 1 PG 2 O o ) o
- (4%) 0 2]
4 ¥
Gene2 6 5 3 | 28| 1 < >
Gene3 12 9 10 25 13 2 4\\/
Gened 5 7 8 2 4 7 y

PC 1 (91%)

Fuente: (Starmer, 2018).

0.62 Parts Gene 1
0.15 Parts Gene 2

0.77 Parts Gene 3

PC1 Gene 3

In this case, Gene 3 is the most
important ingredient for PC1.

Gene 1

Fuente: (Starmer, 2018).



| 0.77 Parts Gene 1 I
. arts Gene

Gene 2

0.15 Parts Gene 3 Gene 3
In this case, Gene 1 is the most
important ingredient for PC2.
Gene 1

Fuente: (Starmer, 2018).

...and PC3 accounts for
6% of the variation.

Fuente: (Starmer, 2018).

In this case, PC1 accounts for
79% of the variation...
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