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I. Conceptos Preliminares
1. Tipos de variable segtin escala de medicion (Centro Centroamericano de

Poblacion, 2021):

1.1.  Nominal: Sus valores s6lo se pueden clasificar en clases (o categorias),
no se pueden ordenar de pequefio a grande o de menos a mas.
Ejemplos: sexo, estado civil, profesiéon, ocupacion.

1.2.  Ordinal: Sus valores se pueden clasificar en categorias y se pueden
ordenar en jerarquias con respecto a la caracteristica que se evalta.
Ejemplos: nivel socioeconémico, Apgar, puntaje Apache de
Gravedad cardiaca, clase social, lugar en la clase.



1.3.  De intervalo: Sus valores tienen un orden natural, es posible
cuantificar la diferencia entre dos valores de intervalo. Generalmente
tienen unidad de medida. Una variable de intervalo es discreta
cuando s6lo puede tomar un valor entero (por ejemplo: nimero de
hijos, veces que se consult6 al establecimiento de salud); o bien es
continua si puede tomar cualquier valor en un intervalo (por ejemplo.:
peso, talla, indice de masa corporal, etc.).

1.4.  De proporcion: El cero representa la ausencia de la caracteristica que se
evalta. Ejemplos: costo por atencién, adecuacién peso(edad), etc.

MEASUREMENT LEVELS - CLASSICAL APPROACH

CATEGORICAL
VARIABLES
Order of data values Nominal Nationality,
is undisputable? Variable Favarite animal

Yes
Data values have fixed Ordinal "Bad, neutral,
unit of measurement? Variable good”
Yes
Zero value Interval Year of birth,
means "nothing?” Variable Degrees Celsius

Ratio Body length,
Variable number of children

METRIC
VARIABLES

Fuente: (van den Berg, 2021).



2. Nivel de una variable: Como se sefiala en (AMERICAN PSYCHOLOGICAL
ASSOCIATION, 2021), en el contexto de los disefios experimentales, es la
cantidad, magnitud o categoria de la variable independiente (o de un
conjunto de ellas) que esté siendo estudiada. Por ejemplo., si un
investigador esta evaluando el efecto del alcohol en la cognicién, cada valor
especifico de alcohol incluido en el estudio es un nivel (i.e., 0.0 oz, 0.5 0z, 1.0
0z, 1.5 0z). Complementariamente, (Online Stat Book, 2021) sefiala que, si un
experimento compara un tratamiento experimental con un tratamiento de
control, entonces la variable independiente (tipo de tratamiento) tiene dos
niveles: experimental y control. Si en un experimento se comparan cinco
tipos de dieta, entonces la variable independiente (tipo de dieta) tiene cinco
niveles. En general, el nimero de niveles de una variable independiente es
el namero de condiciones en las que la variable independiente se evalaa.

3. Factor: Como sefiala la (AMERICAN PYSCHOLOGICAL ASSOCIATION,
2021), un factor puede tener los siguientes significados:

3.1.  Cualquier cosa que contribuya a un resultado o tenga una relacion
causal con un fenémeno, evento o accion.

3.2.  Una influencia subyacente que explica en parte las variaciones en el
comportamiento individual.

3.3. Enel andlisis de varianza y otros procedimientos estadisticos, una
variable independiente.

3.4.  Enel andlisis factorial, una variable latente subyacente no observable
que se piensa (junto con otros factores) como responsable de las
interrelaciones entre un conjunto de variables.

3.5. En matematicas, un nimero que se divide sin resto en otro ntiimero.

Las definiciones de interés en esta seccién de la investigacion son las definiciones
3.1,32y33.

4. Covariable: Como sefiala (Allen, 2017, pags. 282-283), una covariable es una
variable continua que se espera que cambie (“varie”) con (“co”) la variable
de salida/resultado/variable dependiente del estudio. En general, una
covariable puede referirse a cualquier variable continua que se espera esté
correlacionada con la variable de salida de interés.

5. Variables Métricas: Como sefala (van den Berg, 2021), este es el nombre que
reciben las variables que pueden ser de escala de intervalo (que a su vez
pueden ser discretas o continuas) o de razon.

6. Regresion Logistica: Como sefiala (AMERICAN PYSCHOLOGY
ASSOCIATION, 2021), es una forma de andlisis de regresiéon usada cuando
la variable independiente (o variable de salida) s6lo puede asumir uno de



dos valores categoricos (por ejemplo, aprobar o reprobar) y las predictoras o
variables independientes pueden ser tanto categéricas como continuas.
Complementariamente, sefiala (TalkStats, 2011) que la regresion logistica
multinomial, que es la forma mas general de regresion logistica, es utilizada
para determinar aquellos factores que afectan la presencia o ausencia de una
caracteristica cuando la variable dependiente tiene tres o méas niveles.

II. MLG y su vinculo genético con los modelos de regresién lineal: la teoria

como patron

IL.I. Antecedentes Histéricos

Como se sefiala en (Gujarati & Porter, 2010, pag. 15), fue Francis Galton quien acuii6
el término “regresiéon”. En “Family Likeness in Stature”, Proceedings of Royal
Society, Londres, vol. 40, 1886, pp. 42-72”. Ahi plante6 que, a pesar de la tendencia
de los padres de estatura alta a procrear hijos altos y los padres de estatura baja, hijos
bajos, la estatura promedio de los nifios de padres de una estatura determinada
tendia a desplazarse, o “regresar”, a la estatura promedio de la poblacién total. En
otras palabras, la estatura de los hijos de padres inusualmente altos o inusualmente
bajos tiende a dirigirse a la estatura promedio de la poblacion. Esta ley de regresion
universal de Galton fue confirmada por su discipulo y amigo Karl Pearson (junto
con A. Lee) en “On the Laws of Inheritance”, Biometrika, vol. 2, noviembre de 1903,
pp. 357-462. Ahi, se reunen mas de mil registros de estaturas de miembros de grupos
familiares. Pearson descubri6 que la estatura promedio de los hijos de un grupo de
padres de estatura alta era menor que la estatura de sus padres, y que la estatura
promedio de los hijos de un grupo de padres de estatura baja era mayor que la
estatura de sus padres; es decir, se trata de un fenémeno mediante el cual los hijos
altos e hijos bajos “regresan” por igual a la estatura promedio de todos los demas.
En palabras de Galton, se trata de una “regresion a la mediocridad”. La definicién
moderna de regresion consiste en el “(...) estudio de la dependencia de una variable
(variable dependiente) respecto de una o mas variables (variables explicativas) con
el objetivo de estimar o predecir la media o valor promedio poblacional de la
primera en términos de los valores conocidos o fijos (en muestras repetidas) de las
segundas.” (Gujarati & Porter, 2010, pag. 15).

Sin embargo, “A pesar de que el andlisis de regresion tiene que ver con la
dependencia de una variable respecto de otras variables, esto no implica causalidad
necesariamente. En palabras de Kendall y Stuart: “Una relacién estadistica, por mas
fuerte que y sugerente que sea, nunca podra establecer una conexioén causal nuestras



ideas de causalidad deben provenir de estadisticas externas y, en tltimo término, de
una u otra teorfa.” (...) M. G. Kendall y A. Stuart, The Advanced Theory of Statistics,
Charles Griffin Publishers, Nueva York, 1961, vol. 2, cap. 26, p. 279.” (Gujarati &
Porter, 2010, pag. 19). Profundizando un poco més en ello, (Ritchey, 2002, pag. 522)
sefiala que “La existencia de una correlacién tan solo denota que las puntuaciones
de las dos variables varian de manera conjunta y sistematica en un patrén
predecible. Este descubrimiento por si mismo no establece causalidad entre las
variables. Muchas correlaciones son espurias. Una correlacion espuria es aquella que
es conceptualmente falsa, sin sentido o tedricamente sin sentido, lo cual se ilustra por la
correlacién entre (...) la tasa de delito en los barrios de la ciudad y la composiciéon
racial de una comunidad. Existe una correlacién positiva entre el porcentaje de la
poblaciéon minoritaria (por ejemplo, afroamericanos) que viven en barrios y las tasas
de crimen. Es decir, para una muestra de comunidades, aquellas con un alto
porcentaje de afroamericanos tienden a presentar altas tasas de delito. No obstante,
ello sugiere que los afroamericanos son mas propensos al comportamiento delictivo,
y de hecho, los racistas a menudo citan tal estadistica. Esta correlacion, sin embargo,
resulta espuria. Las tasas de delito son altas en los barrios pobres sin tener en cuenta
su composicion racial, y una parte desproporcionada de los barrios minoritarios son
pobres. Es mas, la relacion entre pobreza y composicion racial se debe al racismo, no
a la raza biolégica. Es decir, ser pobre no tiene nada que ver con la genética. Es la
herencia racista de Estados Unidos la que contribuye al hecho de que una parte
desproporcionada de los afroamericanos vivan en pobreza, lo cual, a su vez, es un
buen predictor de las tasas de delito.”?

IL. II. Minimos Cuadrados Ordinarios y Regresién

El método de minimos cuadrados ordinarios y el modelo de regresion lineal no son
sinénimos. Como sefiala (Bhuptani, 2020), hay que comenzar por resaltar primero
la diferencia existente entre regresion lineal y ajuste de curvas. Tener un conjunto de
puntos y desear dibujar una curva (linea) a través de ellos que se ajuste lo mejor

1 A la explicacién anterior hay que afiadir que no es el racismo por si mismo el que genera un nexo
entre pobreza y composicién racial (al menos no entendido como actitud ideolégica frente a las
personas afro-descendientes), sino que es la exclusién econémica y financiera a la que en general se
enfrentan los miembros de la sociedad desprovistos de medios de produccién, la cual a su vez se
agudiza particularmente con los afro-descendientes dadas las condiciones histéricas de esclavitud
formal, informal y de marginacién social en general a la que los distintos imperios que han existido
a lo largo de los diversos modos de produccién social han sometido a los pueblos africanos desde
los tiempos de la antigua Grecia hasta nuestros dias. Merece la pena mencionar, en el contexto del
movimiento Black Lives Matters, que existen dificultades no triviales para delimitar a qué nos
referimos con “afro-descendientes”, tomando en cuenta que en 1987 los investigadores Rebecca
Cann, Stoneking y Wilson demostraron que el Homo sapiens se originé en Africa entre 140,000 y
290,000 afios atras y migro6 de alli al resto del mundo, sustituyendo a los humanos arcaicos; véase
(Haskett, 2014). Sin embargo, para fines de este analisis témese de punto de partida la época en que
las comunidades primitivas ya estaban bien definidas.



posible a los mismos es un problema puramente geométrico, es decir, los ejes x e y
no tienen interpretacion, puesto que lo que en otro contexto serfan datos, en este
son meramente puntos en el espacio cartesiano. Por su parte, la regresion lineal es
una inferencia estadistica sobre un problema concreto de la realidad. Los valores
de y se interpretan segtn el contexto analitico en que se encuentre el investigador?
y con ello se transforman en datos sobre la variable de interés para estudio mediante
modelos estadisticos, mientras que los valores de x se transforman en datos
adicionales que se tiene sobre cada elemento de y que podria ser ttil para realizar
estimaciones sobre su comportamiento, es decir, transformar los datos en
informacion, informacién cuyo caracter debe ser estadisticamente significativo para
ser empleado en toma de decisiones relevantes en distintas esferas de la realidad.
Cuando se hace una regresion lineal, se esta tratando de construir un modelo
probabilistico que describa la variable y teniendo en cuenta a la variable x, sin
embargo, existen multiples formas de realizar esto. Un modelo lineal supone que y
tiene una media diferente para cada valor posible de x. Asi, el conjunto de estos
valores medios sigue una linea recta con una cierta intersecciéon y una cierta
pendiente. Como con cualquier problema de inferencia estadistica, se estiman los
parametros desconocidos utilizando la estimacién de maxima verosimilitud. Sin
embargo, como en este caso los parametros desconocidos son una interseccion y
una pendiente, el resultado final de la estimacién de maxima verosimilitud es
basicamente que se esta eligiendo una linea recta que se ajuste mejor a los datos
observados, por lo que es asi como convergen la regresion lineal con el ajuste de
curvas, i.e., la regresion lineal es el resultado de la estimacion de maxima
verosimilitud del ajuste del modelo, cuando el conjunto de datos tiene un
comportamiento lineal.

Una vez planteado lo anterior, como se sefiala en la fuente citada, es posible pensar
en la regresion lineal como una metodologia que utiliza la herramienta del ajuste de
curvas (en el caso de la regresion lineal simple, especificamente de una linea recta -
o de un hiperplano, si es una regresion lineal multiple-) mediante un conjunto de
puntos que llamamos cualitativamente datos. Sin embargo, existen muchas
estrategias posibles para ajustar una linea a través de un conjunto de puntos; por
ejemplo, en el contexto de la Ciencia de Datos, existen técnicas para entrenar un
modelo lineal que no usa minimos cuadrados lineales, como se sefiala en
(StackExchange Cross Validated, 2017). A nivel de la Estadistica Matemaética Clésica
existen diferentes metodologias para realizar el ajuste de curvas, entre ellas se
encuentran:

2 Con todas las implicaciones que esto posee.



a) Tomar el punto més a la izquierda y el més a la derecha y dibujar una linea
entre ellos.

b) Calcular las pendientes de las lineas que conectan cada par de puntos y
calcular la pendiente promedio, dibujando una linea con esta pendiente que
pase por el punto en el promedio de los valores de x y el promedio de los
valores de y.

c) Se puede encontrar la linea para la cual hay un ntimero igual de puntos
sobre la linea y debajo de la linea.

d) Es posible dibujar una linea y luego, para cada uno de los puntos de datos,
medir la distancia vertical entre el punto y la linea y sumarlos; la linea
ajustada seria aquella donde esta suma de distancias es lo mas pequefa
posible.

e) También se puede dibujar una linea y luego, para cada uno de los puntos de
datos, medir la distancia vertical entre el punto y la linea, elevarlos al
cuadrado y sumarlos; la linea ajustada seria aquella donde esta suma de
distancias es lo mas pequefia posible.

La tltima estrategia se llama minimos cuadrados ordinarios, de ahora en adelante
MCO, y su nombre proviene del hecho que se esta buscando minimizar la suma de
los errores de prediccién al cuadrado. Sin embargo, a pesar de que los MCO son la
técnica més popular que emplea la metodologia del Analisis de Regresion, en lo
que respecta al ajuste de una linea a través de un conjunto de puntos, cualquiera de
las otras estrategias es igualmente valida. Las tres primeras estrategias las inventé
el autor a manera de ejemplo y probablemente no funcionen adecuadamente; sin
embargo, la cuarta es una estrategia real llamada desviaciones menos absolutas y es
preferida por algunas personas por sobre minimos cuadrados.

Cabe preguntarse por qué si no es la tinica técnica entonces es la més utilizada. La
razon es que, al resolver el problema de regresion lineal estadistica, una suposiciéon
de modelado muy comun es que por cada valor posible de x, la cantidad y se
distribuye normalmente con una media que es lineal en x. Por lo tanto, la funcién de
verosimilitud es esencialmente un producto de funciones de densidad de
probabilidad de la distribucién normal. Asi mismo, el autor sefala que se estiman
los pardmetros desconocidos (y, por lo tanto, se encuentra la recta de mejor ajuste al
conjunto de observaciones) maximizando la funcion de verosimilitud. Si se observa
como es el producto de funciones de densidad de probabilidad normales, el lector
notard que maximizar esta expresion es equivalente a minimizar la suma de los
errores al cuadrado. Es decir, la linea que se obtiene realizando el ajuste de la curva
a través de minimos cuadrados es equivalente a la linea que obtiene realizando una
regresion lineal utilizando un modelo distribuido normalmente.



De esta forma, puede observarse que el anélisis de regresion es una metodologia,
mientras que los minimos cuadrados con una técnica empleada por esta
metodologia. Mucho menos debe identificarse una regresion lineal con la técnica de
minimos cuadrados, puesto que, por ejemplo, existen distintos tipos de andlisis de
regresion, entre ellos el andlisis de regresion lineal. Sin embargo, los minimos
cuadrados son una de las técnicas posibles en la regresion lineal para encontrar la
linea recta de mejor ajuste al conjunto de datos del que se dispone. Asi, se presentan
a continuacién dos figuras, la primera permite ver los diferentes ajustes que un
conjunto de datos muestrales puede tener respecto a una recta y como esta se
convierte en la recta de mejor ajuste, mientras que la segunda permite visualizar la
descomposiciéon de cada y; en la regresion lineal.

The original fitting criterion, the sum of squared residuals, suggests a measure of the
fit of the regression line to the data. However, as can easily be verified, the sum of
squared residuals can be scaled arbitrarily just by multiplying all the values of y by the
desired scale factor. Since the fitted values of the regression are based on the values
of x, we might ask instead whether variation in x is a good predictor of variation in y.
Figure 3.3 shows three possible cases for a simple linear regression model. The measure
of fit described here embodies both the fitting criterion and the covariation of y and x.

FIGURE 3.3 Sample Data.
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FIGURE 3.4 Decomposition of y;.

Fuente: (Greene, 2012, pag. 80).

En suma, pueden entenderse los minimos cuadrados como una técnica en el andlisis
de regresiéon para aproximar la solucién de sistemas sobre determinados (i.e.,
conjuntos de ecuaciones en las que hay mas ecuaciones que incognitas)
minimizando la suma de los cuadrados de los residuos hechos en los resultados de
cada ecuacion. Por su parte, los minimos cuadrados lineales es una técnica de
aproximacion de funciones lineales a conjuntos de datos por la técnica de minimos
cuadrados. Es un conjunto de formulaciones para resolver problemas estadisticos
relacionados con la regresion lineal, incluidas las variantes para residuos ordinarios
(no ponderados), ponderados y generalizados (correlacionados). Los métodos
numéricos para minimos cuadrados lineales incluyen la inversion de la matriz de
las ecuaciones normales y los métodos de descomposiciéon ortogonal. Por su parte,
los minimos cuadrados ordinarios son una de las 3 técnicas mas comunes (més no
las tinicas) dentro de la familia de técnicas conocida como “Minimos Cuadrados
Lineales”, que a su vez pertenece a la familia de técnicas conocida como “Minimos
Cuadrados”. Los minimos cuadrados ordinarios son utilizados en el contexto del
modelo clasico de regresion lineal para estimar sus pardmetros desconocidos.

En linea con (McCullagh & Nelder, 1989, pag. 4), deben considerarse a las
diferentes teorias estadisticas como descripciones de determinados patrones que es



posible identificar que siguen los nimeros en la vida real, patrones los cuales en
alguna medida pueden sustituir al conjunto de datos en si mismos (puesto que
estos patrones numéricos describen patrones geométricos, es decir, relativo a las
formas que adoptan los fenémenos naturales y/o sociales) a través de
determinados valores numéricos concretos en los que se cristalizan dichos
patrones. Es por ello que segtn las caracteristicas empiricas del conjunto de datos
en concreto que se estudie (obtenido de la medicién de fenémenos naturales y/o
sociales) los parametros f# generados por tal conjunto de datos tomaran diferentes
valores y precisamente de este hecho empirico es que se formulan las teorizaciones
estadisticas-matematicas que actualmente se conocen como familias de distribuciones
de probabilidad.

El modelo basico de regresion lineal y = a + fx conecta dos variables x e y via el
par de parametros (a, f) y define una relacion entre ambas que describe
geométricamente una linea recta.

IL. I1I. Familias Exponenciales

Formalmente, segtin (Patil & Shorrock, 1965, pag. 94), una familia exponencial se
define como aquella familia {X,: w € Q}, en donde Q es un espacio de variables
estocasticas real-evaluadas X, en el que cada una de estas tiene asociada una
funcién de densidad (o de masa) de probabilidad F,, y en el que la derivada de la

}dv(x) y [ e®*dv(x).

ewx

funcién respecto a x tiene la forma dF, (x) = { @)

En la definicién anterior, v es una funcién que sirve como medida3 en las integrales
de Lebesgue-Stieltjes* y es una funcién no decreciente de variable real, mientras
que w es el conjunto de pardmetros que en la notaciéon usual suelen encontrarse
como 6.

L.IV. Los Componentes del Modelo Lineal Generalizado

LIV.I. El modelo lineal cldsico como punto de partida

Como sefialan (McCullagh & Nelder, 1989, pag. 26), los modelos lineales
generalizados son una extension de los modelos clasicos, por lo que estos tltimos
representan el punto de partida de la exposicion.

Un vector de observaciones y que posee n componentes se asume que es una
realizacion de la variable aleatoria Y cuyos componentes estan
independientemente distribuidos con medias u. El componente sistematico del
modelo es una especificacion del vector y en términos de un pequefio nimero de

3 Como sefiala (Kolmogérov & Fomin, 1978)

4 Es una de las generalizaciones posibles de la integral de Riemann y de Stieltjes, fundamentada
bajo el marco formal de la Teoria de la Medida fundada por Henri Lebesgue, en sentido en que lo
estan las integrales de Lebesgue.



parametros desconocidos f1, B3, .., Bp. En el caso de los modelos lineales
ordinarios, esta especificacion toma la siguiente forma:

p
W= ijﬁj
1

En la expresion anterior, los f son pardmetros cuyos valores son usualmente
desconocidos y deben ser estimados a partir del conjunto de datos. Si se indizan las
observaciones mediante la letra i, es posible entonces expresar al componente
sistematico del modelo de la siguiente manera:

p

EY)=p = injﬁj ;1=12,..,n,
1

En la expresion anterior, x;; es el valor de la j — ésima covarianza de la
observacion i, que en este caso es una variable en si misma (por ello es que se habla
de j — ésima covarianza). En notacién matricial, en donde p es una matriz de
ordenn X 1, X una matriz de orden n X p y f una matriz de orden p X 1, es posible
escribir lo anterior como u = Xf3, en donde X es la matriz modelo y S el vector de
parametros; la estructura del componente sistematico asume que las covarianzas
que perturban a la media son conocidas y pueden ser medidas con efectividad y
libre de errores, lo cual también debe verificarse con el conjunto de datos del que
se disponga en la medida en que sea posible. Para el caso de la parte estocéstica, se
asume independencia entre sus elementos y varianza constante de los errores.
Estos supuestos son fuertes a nivel tedrico y deben verificarse, en tanto sea posible,
de los datos mismos.

Algunas especializaciones del modelo lineal clasico asumen supuestos més fuertes
(restrictivos) como que los errores de estimacion siguen una distribucién normal
con varianza constante o2. Sintetizando lo visto sobre el modelo lineal clésico, este
puede ser expresado como E(Y) = pu, donde u = Xf5.

LIV. II. La generalizacion del modelo lineal cldsico

Como sefalan (Nelder & Wedderburn, 1972, pag. 370), “Los modelos lineales
habitualmente incorporan componentes tanto sistematicos como aleatorios (error),
y los errores generalmente se asume que tienen distribuciones normales. La técnica
analitica asociada es la teoria de minimos cuadrados, que en su forma clésica
asumia solo un componente de error; las extensiones para errores multiples se han
desarrollado principalmente para el andlisis de experimentos disefiados y datos de
encuestas. Las técnicas desarrolladas para datos no normales incluyen anélisis
Probit, donde una variable binomial tiene un pardmetro relacionado con una
distribucion de tolerancia subyacente asumida, y tablas de contingencia, donde la



distribucién es multinomial y la parte sistematica del modelo, generalmente
multiplicativa.”

Asi, la generalizacion del modelo lineal clasico es posible puesto que “En ambos
ejemplos hay un aspecto lineal del modelo; por lo tanto, en el analisis Probit, el
parametro p es una funcién de la tolerancia Y, que en si misma es lineal sobre la
dosis (o alguna funcién de la misma), y en una tabla de contingencia con un
modelo multiplicativo, el logaritmo de la probabilidad esperada se asume lineal al
clasificar los factores que definen la mesa. Por tanto, para ambos, la parte
sistematica del modelo tiene una base lineal. En otra extension (Nelder, 1968) se
usa cierta transformacion para producir errores normales, y se usa una
transformacion diferente de los valores esperados para producir linealidad. Hasta
ahora hemos mencionado modelos asociados con las distribuciones normal,
binomial y multinomial (esta tltima puede considerarse como un conjunto de
distribuciones de Poisson con restricciones). Una clase adicional se basa en la
distribucion y* o gamma y surge en la estimacion de los componentes de la
varianza a partir de formas cuadréticas independientes derivadas de las
observaciones originales. Nuevamente, el componente sistematico del modelo
tiene una estructura lineal (...) En esta investigacién, nosotros desarrollamos una
clase de modelos lineales generalizados, los cuales incluyen todos los ejemplos
anteriores, y proporcionamos un proceso unificado para ajustarlos con base en la
verosimilitud. Este procedimiento es una generalizacién del procedimiento bien-
conocido descrito por Finney (1952) para méaxima verosimilitud en el contexto del
analisis Probit” (Nelder & Wedderburn, 1972, pags. 370-372).

Para simplificar la transicién del modelo lineal cldsico al generalizado, se debe
reestructurar sutilmente E(Y) = X para producir la siguiente especificacién de
tres partes.

LIV.III. Componentes del MLG

LIV L. I. El componente estocéastico

Asi, con base en (Nelder & Wedderburn, 1972, pag. 371), supéngase que las
observaciones que conforman el conjunto de datos pueden ser descrita por una
funcién de densidad (o de masa) de probabilidad m de la siguiente forma:

n(z; 6,¢) = exp [a(P){z0 — g(6) + h(2)} + B(¢, 2)]

En donde @, g, h y B son conocidas, asi como también a(¢) > 0 tal que para un
valor fijo de ¢ se tiene una familia exponencial descrita por (z; 6, ¢). 0 representa
los parametros de la distribucion de la variable dependiente descrita por el
conjunto de observaciones z € Z y ¢ es un parametro de dispersiéon, usualmente
asociado a la varianza de las distribuciones de probabilidad, aunque también



puede ser, por ejemplo, el parametro p para el caso de una distribucién gamma. La
media de z se denota como u. Para el caso de vectores de variables aleatorias o
vectores estocasticos Y, los componentes de Y tienen distribuciones independientes
e idénticas (iid) con esperanza matematica E(Y) = XB = u y varianza constante ¢
o cualquier otro parametro de dispersion.

LIV IIL II. El componente sistematico

Como se sefiala en (McCullagh & Nelder, 1989, pag. 26), las covarianzas

X1, X2, ..., Xp producen un predictor lineal 7 definido como > x;f;. En este sentido,
se sefiala en (Nelder & Wedderburn, 1972, pag. 372) que las variables
independientes pueden ser cuantitativas y producir un tnico valor para la variable
x en el modelo, pueden ser cualitativas y producir un conjunto de valores de x
conformado por la opcién 0 y la opcion 1, o puede ser una mezcla de ambos tipos.

LIV.IIL III. El enlace entre el componente aleatorio y el componente sistematico: el
enlace canénico

Con este enlace se garantiza que u = 1. Esta generalizacion introduce, como puede
verificarse, un nuevo simbolo 1 para el predictor lineal y el tercer componente,
para luego especificar que p y 1 son de hecho idénticos. Si se escribe n; = g(u;),
entonces g(-) sera llamada funcion enlace.

Como se adelanto, preliminarmente los modelos lineales clasicos estaban
restringidos al componente estocastico y a la identidad entre el predictor lineal y la
media. Los modelos lineales generalizados permiten dos extensiones:

1) La distribucién de probabilidad que sigue el componente estocdstico ya no
esta restringida Gnicamente a ser normal, sino que puede ser generada por
los miembros de una familia de funciones exponenciales diferente de la
normal.

2) La funcion de enlace especificada en el tercer componente puede ser
cualquier funcién monotoénica diferenciable.

Complementariamente, acorde con (McCullagh & Nelder, 1989, pag. 31), se debe
mencionar que la funcién enlace relaciona al predictor lineal 7 con el valor
esperado u de un conjunto de datos y. En los modelos lineales clasicos la media y
el predictor lineal eran idénticos, y el enlace identidad es plausible en el sentido de
que tanto 7 como u pueden tomar valores que pertenecen a los ntimeros reales. Sin
embargo, cuando se esta trabajando con conteos y la distribucién de Poisson, se
debe tener u > 0, por lo que el enlace identidad es menos atractivo, en parte
porque 1 puede ser negativa mientras que u no debe serlo. Modelos de conteo
basados en la independencia en datos de clasificaciéon cruzada conduce
naturalmente a efectos multiplicativos, y esto estd expresado en el log-enlace de la



forma n = log (1), cuya inversa es u = e™. Ademas, los efectos aditivos que
contribuyen a 1 se convierten en efectos multiplicativos que contribuyen a p, y u es
necesariamente positiva. El tratamiento matematico dado a cinco distribuciones de
probabilidad, en el contexto de los modelos lineales generalizados, se presentan a
continuacion.
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Fuente: (McCullagh & Nelder, 1989, pag. 30).



IIL. Proceso de Ajuste del Modelo

IIL.I. Fundamento Estadistico-Matematico Preliminar

El ajuste de una simple relacion lineal entre los elementos x y los elementos y
requiere que sea utilizado un par de valores en particular (a, b), seleccionado del
conjunto de todos los posibles pares de valores que pueden adoptar los parametros
(a, B), que genere valores estimados ¥, ¥,, ..., ¥, que se ajusten (en el sentido de
generar una figura geométrica -en este caso una linea recta-) mejor a los valores
observados y;, V5, ..., Y-

Con la finalidad de cuantificar las diferencias en el ajuste entre los valores
estimados J, y los valores observados y,, se deben medir las distancias entre tales
conjuntos de valores. En general, estas distancias (referidas en textos como el de
McCullagh y Nelder como discrepancias) buscan cuantificarse con la finalidad de
optimizar el proceso de seleccién del patrén geométrico teérico que mejor describa
el patrén observado descrito por el conjunto de datos. Para cuantificar tales
distancias se pueden utilizar diferentes tipos de métricas (criterios de medicion),
seleccion que a su vez respondera a las caracteristicas especificas del conjunto de
datos, sobre lo cual se abordaran brevemente a continuacién algunos aspectos.

Cada uno de los tipos de métrica que es posible utilizar para medir distancias se
conoce, en el contexto del Analisis Matematico en general y del Analisis Real en
particular (campo al que pertenece a su vez la Estadistica Matematica), como
funcion distancia en espacios topolégicos equipados con métrica. Los espacios
topolégicos son estructuras matematicas en las cuales existen reglas de agrupacion
o topologia de los elementos de un determinado conjunto en subconjuntos, en
donde tales reglas de agrupacion expresan las relaciones entre los elementos que
conforman el conjunto y a partir de las cuales se generan los demaés tipos de
relaciones entre tales elementos, las cuales geométricamente representan sus
distancias relativas, como se verifica en los anexos correspondientes al estudio de
los grafos desde la perspectiva de los isomorfismos. Por otro lado, la métrica o
funcion distancia es la funcién utilizada para medir las distancias absolutas entre
los elementos de un conjunto o, para este caso, las distancias absolutas de las
observaciones que conforman un conjunto de datos. Los distintos tipos de métrica
son siempre generalizaciones de la métrica de espacios euclidianos, expresada en
su forma basica en el ampliamente conocido teorema de Pitigoras.

Con la finalidad de ofrecer una exposicion integral de lo presentado por
(McCullagh & Nelder, 1989, pag. 5) en relacién a las normas Ly y L,,
especificamente para comprender cémo es que estos conceptos matematicos son el
fundamento del ajuste del modelo de regresion utilizado en cuanto son
fundamento tedrico y aplicado de la métrica empleada en las mediciones de



cualquier indole, se abordaran sintéticamente algunos conceptos del Anélisis
Matematico y el Algebra Abstracta.

El primer concepto a estudiar es el de funcion convexa. Como sefialan (Kolmogoérov
& Fomin, 1978, pag. 140), una funcional> convexa no negativa p, definida sobre un
espacio lineal real L, se llama convexa si cumple las siguientes condiciones:

1) p(x+y) =<p(x) + p(y), para todo x,y que pertenece a L.
2) p(ax) = ap(x), paratodoa =0
3) No se admite que el valor de p(x) es finito para todo x que pertenece a L, es
decir, se admite el caso en que p(x) = +oo para algunos x que pertenecen a
L.
El segundo concepto a estudiar es el de norma. Como sefiala (Kolmogoérov &
Fomin, 1978, pag. 149), una funcional convexa finita p, definida sobre L, se llama
norma cuando verifica las siguientes dos condiciones, adicionales a las de
convexidad:

1) p(x) =0, sélosix =0.
2) p(ax) = |a|p(x), para todo a.
Sintetizando las condiciones vistas en el primer y segundo concepto, se obtienen:

1) p(x) =0, con la particularidad de que p(x) = 0 s6lo si x = 0.
2) p(x+y) < p(x)+ p(y), para todo x,y que pertenece a L.
3) p(ax) = |a|p(x), para todo a.

Generalizando las tres condiciones anteriores, se tiene

n
Z i Zlak|||xk||
k=

Asi, en el contexto de los espacios topoldgicos lineales (conocidos en cursos de

matematica elemental como espacios vectoriales) es posible, en conjunto con el
cumplimiento de otras condiciones de caracter mas general (global) que no se
especificardn aqui, derivar de la funcién norma una funcién métrica. La
importancia de que la métrica sea inducida por una norma, a nivel de los espacios
euclidianos y sus generalizaciones més usadas (los espacios de Hilbert), proviene
del hecho de que asi se garantiza que la funcién métrica posea la caracteristica de
ser invariante ante traslaciones, i.e., una métrica invariante ante traslaciones a la que
suele hacer alusion la literatura bajo el nombre de principio de traslacion invariante,
asi como también la tercera propiedad relativa a los escalares a. Lo que en

5 Un funcional es una generalizacién del concepto de funcién, especificamente es una funcién de
funciones.



términos cotidianos significa que una funcién métrica sea invariante ante
traslaciones es que dicha funcion, al realizar mediciones de cualquier indole sobre
algtin objeto localizado en la estructura matematica en cuestion, no arrojara
mediciones diferentes cuando el objeto sea trasladado de un lugar a otro dentro de
la misma estructura matematica, que para este caso son los espacios topolégicos
lineales antes mencionados.

Como puede verificarse en sefiala (Kolmogoérov & Fomin, 1978, pag. 52)%, las
caracteristicas de la funcién métrica d de espacios euclidianos, conocida también
como funcion distancia d de espacios euclidianos, adicionales son las siguientes:

1) Tomando para los elementos de un conjunto arbitrario
0,six =
d(x,y) = {1,six * i

se obtendra, evidentemente, un espacio métrico que puede ser denominado
espacio de puntos aislados.

2) El conjunto de los ntimeros reales con la distancia d(x,y) = |x — y| forma el

espacio métrico R?.
3) El conjunto de grupos ordenados de n nimeros reales x = (xq, x5, ..., x,,) con

la distancia d(x,y) = /X2_,(vx — x;)? se denomina espacio aritmético euclideo
de n dimensiones R™. Esta condicién es conocida también como cumplimiento
del axioma triangular.
Como se verifica en (Lipschutz, 1992, pag. 51)7, las tres condiciones anteriores
pueden expresarse de forma general como se presenta a continuacion:
a) d(x,y) = 0, (parax = y)*
b) d(x,y) = p(y,x) > 0, (para x # y)
c) d(x,y) < p(x,z) + p(z,y), (para z # x,y)°
d) d(x,y) =0, (positividad, deducida de las tres propiedades anteriores).

¢ La obra citada no hace diferenciacién entre la funcién métrica y la funcién norma en términos de
notacion, puesto que para ambas utiliza p. En esta investigacién hemos sustituido la p métrica por
d, ello con la finalidad de mostrar la mecanica operativa de cémo la métrica es inducida por una
norma.

7 Aunque su formato de presentacién se ha generalizado por cuenta propia para estandarizar
notacion y nivel de abstraccién matematica con las referencias tomadas de (Kolmogoérov & Fomin,
1978) (que es el libro de referencia que se usa en esta investigacién en lo relativo al Analisis
Matematico). Ello con la finalidad de ofrecer mayor claridad y fluidez en la narrativa.

8 También conocida como Identidad de los Indiscernibles.

9 Esta condicion es precisamente la que garantiza que la métrica o funcién distancia sea invariante
ante traslaciones.



El concepto de espacio real R™ tiene su generalizacion natural en el concepto de
espacios L,. Como se verifica en (Wikipedia, 2021), los espacios L,, son espacios de
funciones (i.e., espacios mas abstractos a los usuales en donde las coordenadas
estan dadas en términos de funcionales y no de ntmeros reales) definidos como
generalizacion natural de la norma p para espacios vectoriales de dimension finita.
Estos espacios también son conocidos como espacios de Lebesgue. De ahi que se
hable de norma L;, norma L, y hasta norma L,. ;Cémo exactamente es que la
métrica es inducida por una norma?

Sean x,y,z € V, donde x, y, z son variables, VV un espacio topolégico lineal, d(x, z)
una métrica entre un punto x y un punto z, y sea también p(x — y) la funcién
norma de interés. Mostrar como una métrica es inducida por una norma es
equivalente a demostrar que al igualar matematicamente la expresién d(x, z) con la
expresion p(x — y) y desarrollar la expresion resultante, es posible obtener un
resultado, conocido también como métrica inducida (por una norma), que expresa
una funcién métrica que posee las propiedades de una funcién métrica usual, lo
cual se verifica si partiendo de la norma de interés es posible arribar a métrica
invariante ante traslaciones!0. Esto se muestra a continuacion.

d(x,z) = p(x —y) = p(x + (-2))
=p(x-M+ @ -2)
Ssplx—-y)+ply—2)

=px—y)+|-1lply—2)
=p(x,y)+p1,2)
=d(x,y) +d(y,z)

Asi, como sefialan (McCullagh & Nelder, 1989, péag. 5), seleccionar el modelo
estadistico 6ptimo para determinado conjunto de datos se hace bajo el criterio de
cudl es el que genera un conjunto de datos estimado mas cercano al conjunto de
datos observado (los que han sido capturados a través de mediciones a fenémenos
de la realidad), lo cual equivale a determinar la discrepancia cuantitativa (en
términos de sus distancias dentro del espacio de Lebesgue en el que se estudian)
que existe entre cada uno de los elementos del conjunto de datos estimado y los del
conjunto de datos observado, lo cual los econometristas suelen conocer a nivel
empirico como residuo de la regresion y a nivel teérico como término de perturbacion
estocdstica o término de error. Esta discrepancia se cuantifica mediante alguna
funcién norma, cuya seleccion dependera de las caracteristicas especificas del

10 Véase (Perry, 2014).



conjunto de datos que se estudie (cuyas caracteristicas vienen conferidas por las
del fenémeno que cuantifican y por el disefio mismo del instrumento de medicién
con el que se capturaron estos datos); sin embargo, estas normas poseen todas
limitantes en comtn que condiciona su uso, las cuales se expondran mas adelante.

IILIL. Introduccion

Como sefialan (McCullagh & Nelder, 1989, pag. 5), existen desde la norma L,
definida como S;(y,9) = Y|y — J| hasta la norma L, definida como S, (y,9) =
ml_é\xly — ¥|. Sin embargo, los espacios que usualmente son de mas interés aplicado,

asi como también aquellos en que se realiza el ajuste clasico por minimos
cuadrados, son los espacios L, normados, conocidos también a nivel estadistico
como espacios de desviaciones cuadraticas, que son los espacios aritméticos
euclidianos n — dimensionales antes definidos a nivel métrico. A continuacion, se
define la norma de estos espacios.

2

0.9 =) 0i=9)

Como se menciong, la validez de las estimaciones realizadas tiene determinados
elementos en comtin con independencia del orden de la norma que se utilice,
orden que indica precisamente la potencia a la que se eleva la diferencia entre las
localizaciones de los elementos de los conjuntos de datos (del estimado o generado
con la regresion y del observado). Estos elementos en comdn son tres:

1) En primer lugar, todas las mediciones (expresadas en las observaciones) han
sido realizadas bajo la misma escala fisica.

2) Las observaciones son independientes entre si o, al menos, “(...) ellas son en
algtin sentido intercambiables, lo que un trato imparcial de los
componentes.” (McCullagh & Nelder, 1989, pag. 5). Esta nocién puede
generalizarse a lo que es posible concebir como intercambiabilidad estocdstica,
que generaliza la nocioén de independencia estocdstica.

3) Cada una de las desviaciones debe ser independiente del valor esperado del
conjunto de observaciones.

Como se deduce de lo anterior, cada una de las normas L p — ésimas se
corresponde con un determinado criterio estadistico, especificamente con la
potencia a la que se elevan las distancias entre los valores observados y los valores
estimados, puesto que asi se realiza la medicién de los residuos o errores en el
contexto de los modelos de minimos cuadrados. En este sentido, (Wikipedia, 2021)
sefiala que el método IRLS se utiliza para encontrar las estimaciones de maxima
verosimilitud de un modelo lineal generalizado como una forma de mitigar la
influencia de valores atipicos en un conjunto de datos normalmente distribuido.



Por ejemplo, minimizando los errores minimos absolutos (expresado en la norma
L,) en lugar de los errores de minimos cuadrados (expresado en la norma L,).

IIL. II1. Método de los Minimos Cuadrados de Reponderacion Iterativa (IRLS)
Como se adelanto, el proceso de ajuste del modelo se lleva a cabo mediante el
método de maxima verosimilitud. En este sentido, se sefiala en (Nelder &
Wedderburn, 1972, pags. 372-373) que la solucién a las ecuaciones de maxima
verosimilitud generadas para el caso de n — ésimas variables estocasticas
contenidas dentro del vector estocéstico Y es equivalente a un procedimiento
iterativo por minimos cuadrados ponderados con una funcién de ponderacion:

(&)

|4

.. ) ) d ) )
En la expresion anterior, w son las ponderaciones, d—ﬁ es el diferencial del valor

esperada respecto de Y, mientras que V es la varianza de las observaciones, en
donde p, Y y V expresan estimaciones derivadas del conjunto de datos con el que
se cuenta. Ademas, Y (que es el conjunto de datos pronosticado, no el observado)

es expresada en el método IRLS a través de la expresiony =Y + %, conocida
ay
como working Probit.

IIL. III. I. Valores Semilla de la Simulacion

Como sefialan (Nelder & Wedderburn, 1972, pag. 374)En la practica, podemos
obtener un buen procedimiento de partida para la iteraciéon de la siguiente manera:
tomar como primera aproximacién y = z y calcular Y a partir de ese valor; luego
calctilese w como se defini6 y establézcase y = Y. Luego obténgase la primera
aproximacion a los f’s por regresion. El método puede necesitar una ligera
modificacién para tratar con valores extremos de z. Por ejemplo, con la
distribucion binomial probablemente sera adecuado reemplazar instancias de z =

1 1 .
0oz=nconz=>yz=—:enaquellos casos en los que, por ejemplo, las

transformaciones Probit y Logit, u = 0 o 4 = n conducirian a obtener valores
infinitos para Y.



III. I11. I1. Funcionamiento del Algoritmo IRLS

IILIII. II.I. Fundamento matematico

Como se sefiala en (Burrus, 2021), La distancia de una observacién cualquiera
respecto a la medida de tendencia central de su distribucién se conoce como
desviacioén. En el contexto de los modelos predictivos, las desviaciones se conocen
como residuos, denotados mediante la letra e. Estos residuos en el contexto de la
regresion lineal se estiman matricialmente de la forma:

e=Ax—b (1)

Como ya es sabido, la ecuaciéon de la norma puede tomar la siguiente forma:

et = (Y. tewr)” @

Una regresion consiste, en general y sintéticamente, en ajustar un conjunto de
datos a una funcién, la funcién de mejor ajuste, mediante la minimizacién de los
residuos elevados a alguna potencia, usualmente al cuadrado. Si existe una
solucion 6ptima o aproximadamente 6ptima para minimizar el error de la primera
ecuacién matricial, entonces es posible alcanzar este objetivo mediante la
minimizacién de la segunda ecuacién, correspondiente a la ecuacion de la norma
del residuo.

Se sabe que la féormula para encontrar el residuo cuadrado minimo ponderado es:

IWe 3z = ) wé le@l? (3)

Asi, existen demostraciones matemaéticas que prueban que minimizar la norma del
residuo equivale a minimizar la siguiente ecuacion:

lell, = > W?le@H? (@)

Para realizar exitosamente la minimizacion de las distancias a través de la norma,
se necesita encontrar un valor 6ptimo de x, el cual se calcula de la siguiente
manera:

x = [ATWTWA]"14ATWTwb (5)

Finalmente, factorizando las ecuaciones (3) y (4), se obtiene el algoritmo IRLS:

lell, = (Zn|e(n>|@-2>|e(n)|2)1/p ©)



Para realizar la transformacién anterior a la estructura de ecuaciones ya descrita,
las ponderaciones w(n) son estimadas de la siguiente manera:

(=2)
wn) =en) z (7)

ILII. ILII. Funcionamiento mecanico del Algoritmo IRLS

Paso I. En el punto inicial t, los pesos asignados en la ecuacion (5) se corresponden
con el caso clésico en el analisis de regresion.

Paso II. Se estiman los residuos de la ecuacion (2).

Paso III. Si el resultado del paso anterior es la no-correspondencia de los residuos
obtenidos con los residuos 6ptimos, el algoritmo procede bajo el criterio de
minimizacién ya planteado (que es el que obedece para asignar y reasignar los
pesos a x) a reestimar los residuos en el punto t + I, asignando nuevas
ponderaciones a la diagonal principal de la matriz de ponderaciones o pesos W,
mediante la utilizacién de (5), definiendo los nuevos pesos mediante la identidad

6)-

Paso IV. El procedimiento descrito anteriormente se repite hasta que finalmente las
iteraciones converjan a los valores 6ptimos de los residuos (correspondientes a la
minimizacién 6éptima de las distancias).

IILIIL ILIII. Andlisis del funcionamiento del Algoritmo IRLS

Se realizan las ponderaciones a la norma y no a la métrica, puesto que la légica de
los espacios euclidianos es que la métrica es inducida por una norma, entonces la
métrica es una consecuencia de la norma y no a la inversa (en los espacios
definidos). Lo anterior ofrece adicionalmente ciertas ventajas, como por ejemplo
ampliar los tipos de métrica para los cuales es valida la iteracion algoritmica
(mediante la ramificacién de métricas que se pueden obtener con una norma en
espacios en que la métrica es inducida por una norma). Ponderar los valores de x
implica un re-escalamiento (que captura la intuicién geométrica de cambiar las
medidas de una determinada figura), lo que hace que decrezcan las distancias de
las x; (asignandole nuevas localizaciones a los valores x; su nueva posicion es el
valor resultante de multiplicar el valor x; por la ponderaciéon w;), es decir, que
decrezca la varianza de x. Reducir la varianza es reducir las distancias respecto de
la media, lo que implica que los elementos x; estdn cada vez mas préximos entre si;
lo anterior es una de las implicaciones l6gicas del Teorema Central del Limite, que
garantiza en ausencia de error sistematico la convergencia a una distribucion de
probabilidad normal. El incremento asintético (progresivo y de largo plazo) de la



proximidad entre los x; es una consecuencia de que el algoritmo IRLS es, como su
nombre lo indica, un algoritmo de modelado por una funcién iterada de la forma
{x, f),f ( f (x)), .. } y debido al teorema de la aplicacién contractiva de Banach, el
cual garantiza que un mapeo funcional contractivo (que es el tipo de mapeo
realizado con las sucesiones de funciones iteradas) es siempre convergente, por lo
que la sucesion de funciones iteradas por las que esta compuesto el algoritmo IRLS
serd, también, siempre convergente, cuando el punto fijo atractivo x, exista. Por
ello, siempre que exista solucién al sistema que puede obtenerse mediante
minimos cuadrados ordinarios (esta solucion es el punto fijo atractivo), sea una
solucién exacta o una solucién sparse!l, es posible aplicar este algoritmo.

ITLIIIL II.IV. Estadisticos Suficientes

Como sefialan (Nelder & Wedderburn, 1972, pag. 374), un caso de especial
importancia en la estimacion estadistica de este modelo ocurre cuando el valor del
pardmetro 6 de la distribucién del componente aleatorio y el valor pronosticado Y

por el modelo lineal coinciden. En el caso descrito antes, tanto L = zY — g(Y) +

;—; = a(¢)(z — u)x; [con base en z—g = a(¢p)(z — p)], i.e., las ecuaciones

de maxima verosimilitud. Estas pueden resumirse entonces como una suma
indizada a las observaciones Y., (z — f1) x;; = 0.

h(z) como

Por tanto, se obtiene la equivalencia . zixi, = Yk fixix. Para variables
independientes cualitativas, esto implica que los totales marginales ajustados!? con
respecto a esa variable sera igual a los observados.

De la expresion para L es posible observar que las cantidades )}y zxx;;, son
conjuntos de estadisticos suficientes (que cumplen las condiciones de méxima

11 Una solucién sparse, significa que la mayoria de los coeficientes de x son ceros, solo unos pocos
son distintos de ceros, lo que implica que a medida la densidad o la masa de probabilidad crecen, el
modelo necesita cada vez menos variables independientes para explicar a la variable dependiente; a
nivel empirico esto se observa en modelos estadisticos para datos de panel en los que se utiliza en
los procesos de optimizacién estadistica inicamente algunas columnas. Una solucién sparse es
deseable puesto que con ella se podria evitar un sobreajuste del modelo estadistico en cuanto obliga
al algoritmo IRLS a que optimice con menos variables y atin asi lograr el resultado éptimo o
cercano al 6ptimo.

12 Como se sefiala en (Wikipedia, 2021), el procedimiento de ajuste iterativo (conocido también como
ajuste biproporcional o biproporcion en Estadistica, algoritmo RAS en Economia en el contexto del analisis
insumo-producto, raking en Encuestas por Muestreo y escalamiento matricial en Ciencias de la
Computacién) es una operacion para encontrar la matriz ajustada X (i.e., la matriz del conjunto de
datos pronosticados) que es la méas cercana a la matriz inicial Z, pero con los totales fila y los totales
columna de una matriz objetivo Y (lo que proporciona las restricciones al problema de optimizacién;
el interior de la matriz ¥ es desconocido. La matriz ajustada de la forma X = PZQ, en donde P y Q
son matrices diagonales tal que X tiene los margenes (i.e., los totales por filas y columnas) de Y.
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Cuando 6 es también la media de la distribucién, i.e., u = 8 =Y, se tiene entonces

el modelo lineal usual con errores normales, que para g'(8) = 6 se obtiene el

resultado g(0) = %92 + constante que determina de forma tnica la distribuciéon

. 1 o
como normal de varianza () como resultado del siguiente teorema:

(Patil & Shorrock, 1965, pag. 94), teorema 1: Es conocido que entre todas las familias
del tipo exponencial la forma funcional de la funcién generadora f(w) (una forma
de codificar una sucesion infinita de elementos a,, tratandolos como si fuesen
coeficientes de una serie de potencias formal -i.e., sin consideraciones sobre
convergencia-) caracteriza a la familia. Generalizando la afirmacién anterior, sea S
una sucesién con un punto limite en Q,, en donde v es una funcién no decreciente
real evaluada que sirve como medida del espacio Q. Si u(w) se encuentra dentro de
S, entonces la familia esta determinada dentro de todas las familias exponenciales
posibles.

Finalmente, la subclase de modelos para los cuales existen estadisticos suficientes
fue descubierto por Cox (1968), mientras que Dempster (1971) extendi6 los
resultados de Cox para incluir varias variables dependientes.
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